Introduction

Réfraction de la houle

1. Propriétés des ondes de surface

La houle linéaire est ici décrite par les équations d'Euler avec une
bathymétrie homogene ou inhomogene. On calcule I'énergie de la
houle et le flux d'énergie a travers une section.

Olivier THUAL, 3 janvier 2011

La notion de paquet d'ondes dispersés et la méthode WKB
permettent de généraliser la relation de dispersion au cas
inhomogene. Le tracé des rayons obéit a un systeme hamiltonien.

3. Transport de I'énergie

La conservation de I'énergie le long des rayons permet de calculer
la “réfraction” et le “shoaling” de la houle qui arrive sur la plage.
Cette énergie se dissipe principalement par déferlement des vagues.
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Propriétés des ondes de surface Relation de dispersion dans le cas homogéne Propriétés des ondes de surface Relation de dispersion dans le cas homogéne
Ondes de surface en milieu inhomogeéne Ondes de surface en milieu inhomogeéne
Energie des ondes de surface Energie des ondes de surface

Equations d'Euler incompressibles a surface libre : Petites oscillations irrotationnelles, fond HOMOGENE :

Conditions aux limites en surface : z = n(x, y, t) Surface libre : en z =10

on Gy _ Do
EJrQH'g@H??:W et P = Patm , ot oz e or &7
div U =0 rotU=0 = U=grad¢
p<%LZ+U-gmdU>=—gmd p—pge, Ap=0 et p%:ﬁ ]
Conditions aux limites au fond : z = —h¢(x, y, t)
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Propriétés des ondes de surface Relation de dispersion dans le cas homogeéne
Ondes de surface en milieu inhomogéne
Energie des ondes de surface

Propriétés des ondes de surface Relation de dispersion dans le cas homogene

Ondes de surface en milieu inhomogéne
Energie des ondes de surface

Solutions complexes de la forme : o Vitesse de phase : c, (k) = c (k) ex(k) avec e, = k/k

o Vitesse de groupe : ¢ (k) = grad, (k) = cg(k) e (k)
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y
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Relation de dispersion : w = Q(k) = \/g k tanh(k h;) N, Crk
=  ®(z) =, cosh[k(z + h/)] Q(k) 1 k h,

JEF R 3 | |
k)= —2 t — e ——— ~ .
w = Q(k) = /g k tanh(k h,) avec k = || k|| o (k) Kk S T %2 sinh(2 k h;) kh—o
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Propriétés des ondes de surface Relation de dispersion dans le cas homogeéne
Ondes de surface en milieu inhomogeéne

Energie des ondes de surface

Petites oscillations irrotationnelles, fond INHOMOGENE

Surface libre : en z=10

9?9 [010]
o2 "85, =0
U = grad ¢, AP = J

Fond INHOMOGENE : en z = —h¢(x, y)

06 00 Ohe , 90 Obr _
8z+8x 8X+8y dy =0
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Propriétés des ondes de surface Relation de dispersion dans le cas homogéne

Ondes de surface en milieu inhomogéne
Energie des ondes de surface

Cas d'une onde monochromatique (donc sur fond plat)
n = & cosh(kh,) (w/g) cos(k x — wt)
u = &, k coshlk(z+ h,)] cos(kx —wt)
w = &, k sinh[k(z + h,)] sin(k x — wt)

Energie linéique d'une vague

L L L
1
/ Wcindxz/ Wpot dx et/ de:gng2L:2/\/lng
0 0 0

ol z¢ est le centre de gravité de la bosse et M sa masse linéique

9/24
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Propriétés des ondes de surface Relation de dispersion dans le cas homogéne
O > en milieu inhc

Energie des ondes de surface

Equation de conservation de |'énergie

<at+U.grad) [,0 <;U2+ gz)} +div(pU) =0

.J|

Intégration sur la verticale (Uy, divy sont “horizontaux™)

ow . ow .
W‘Fd'VH (ﬂ‘i'l)wﬁ‘i'd'VHl:O

avec W =W+ Wpot et N=[" (3pU%) Uy dz

~ ¢

Notations (p = —p7%; est I'écart la pression hydrostatique) :

m1 1 no
Wein :/ Epgz dz , Wpotziﬂgnz et /:/ pUy dz
—hf —hy
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Paquets d’'ondes dispersés
Tracé de rayons Méthode WKB ( zel, Kramer et Brillouin)

Equation de I'Eikon

(s, £) = im(i, ) €705

wlet) = -F00t) et Klxt) =grd olx,t)

|

6 :47 -2 0 2
o(x,y,t) = ko (

[ 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100 4 6 8
o(z,t) =a (a®/2—c ta) = r—c.t)
2T 27
L>L(x,t)= —— et 7> T(x,t)=
k(x, t) w(x, 1)
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Paquets d'ondes dispersés Paquets d'ondes dispersés
Tracé de rayons Méthode WKB (Wentzel, Kramer et Brillouin) Tracé de rayons Méthode WKB (Wentzel, Kramer et Brillouin)

Equation de I'Eikonale Equation de I'Eikonale

Equation de Korteweg de Vries (KdV) INHOMOGENE

Equation de Korteweg de Vries (KdV) HOMOGENE

n n &%
@4_(1 @4_/3 @_0 a-l—a(x)&-i—ﬁ(x)?zo, Q(kx, x) = a(x) ke — B(x) k3
ot 09x "0 ax3 T
KdV lineaire
. - Paquets d'ondes dispersés
Solutions élementaires complexes : ) -
g g X, t) = x,t)e ’ o
"7(X, t) = Om e ky x—iwt B 77( ) 77m( ) ) b
Relation de dispersion : w
- 1
W= Q(kx) = OCO kX - /80 k)? * 80 = E q)()c,r)7 nm = nd ez(X:T)
Dispersion des grandes ondes de surface : S S I S -

o\ 3
0 _0

o Yol
ar  %ox (ax) = o (ax’x)
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Vg k tanh(k h,) = ag k — o k> + O(k®)

v

Paquets d'ondes dispersés
Tracé de rayons Méthode WKB (Wentzel, Kramer et Brillouin) Tracé de rayons

v v
Equation de I'Eikonale Equation de I'Eikonale

Paquets d’ondes dispersés :

0(x, £) = nm(x, t) €750

Kramer et Brillouin)

wlet) =~ 220t) et k(1) = grad plx, )
o) = Ak ),x] = 2 (x, 1) = Qlgrad p(x, 1),

La relation de dispersion est vérifiée localement

Exemple des ondes de surface :

o Profondeurs quelconques : Q(k,x) = /g k tanh[k h¢(x)]
o Faibles profondeurs : Q(k, x) = c(x) k = /g hs(x) k
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Paquets d és
Tracé de rayons Méthode V I, Kramer et Brillouin)

Méthc zel, Kramer et Brillouin)
Equation de I'Eikonale

Gradient de ‘ w(x, t) = Q[k(x, t), x] ‘ avec w = —% et k =grad ¢

ot =

Ok | ¢ (k,x) - grad k = —grad, (K, x) J

grad, Q(k, x) = c,(k, x)
_g&dXQ(Ka 5)
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Paquets d s dispersés
Tracé de rayons Méthode \ tzel, Kramer et Brillouin)
Equation de I'Eikonale

Paquets d'c
Tracé de rayons Mé 3 ramer et Brillouin)
Equation de I'Eikonale

Dérivée de ’ w(x, t) = Q[k(x, t), x] ‘ avec w = —% et k =grad ¢

Invariance de la pulsation le long des rayons

%Jrgg(&x)-g@dwzo

Tracé de rayons : systéme hamiltonien avec H = Q(k, x)

v
N . .

Invariance de H pour les systemes hamiltoniens autonomes

S AQUK(E), x(D)]} = k- grad, Ok, x) + % - grad, Dk, x) = 0
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Conservation de |'énergie le long des rayons Conservation de |'énergie le long des rayons

Réfraction hoaling de la houle Réfraction et shoaling de la houle
Transport de |I'énergie Critéres de déferlement Transport de I'énergie Criteres de déferlement

Paquet d'ondes dispersé et cas inhomogene : Conservation de I'énergie

n(x,t) = nm(x, 1) €950 avec  w(x, 1) = Qk(x, 1), x] wyT = épg H2(x)
Kx ) =grad oo t) e wlnt)= oo (xt) 17 = e (W)
Qk, x) = v/ k tanh[k hr(x, t)] , div ()" =0
. JLdv wTda= [ WTna
Moyenne sur une période T : (b)" T S as )

T 1 1
T _ T _ 2 _ 2
Wein)" = (Wpot) + (W7 =3pglnml =greH
v T T
, : 5/A CgA <W>A = 5/3 CgB <W>B
Flux moyen d’'énergie :
HB CoA 5/,4
3 T _ T _ T — = K: K avec Ks = /%2 et K =4 —
v g
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ergie le long des rayons Conservation de |'énergie le long des rayons
ling de la houle Réfraction et shoaling de la houle

Transport de I'énergie Criteres de déferlement

[ ) T Y Y
1JL4_7Z_, o o Critere de Michell : H/L > 0.142 en eau profonde.
,H / ' ' deposit @ Critere de Miche : H/L > 0.14 tanh(k h) en eau intermédiaire

o Critere de Munk : H/hs > 0.78 en eau peu profonde.
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