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Introduction

1. Génération des ondes de surface

Le modele des équations d'Euler irrotationnelles et linéaires décrit
les petites oscillations de deux couches fluides superposées. Il rend
compte de la génération des vagues et de leur dispersion.

2. Dispersion de la houle

Les crétes d’'une onde monochromatique se déplacent a la vitesse
de phase, toujours plus grande que la vitesse de groupe, et les
trajectoires des particules sont des ellipses.

3. Problemes aux conditions initiales

Une condition initiale quelconque génere des paquets d'ondes a
droite et a gauche, qui se dispersent en se déplagant a leurs
vitesses de groupe respectives.
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Génération des ondes de surface Relation de dispersion g isée
Dynamique linéaire d'un ement cisaillé

Ondes ou instabilités

pressure, h=0.7
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Génération des ondes de surface Relation de dispersion généralisée
Dynamique linéaire d'un écoulement cisaillé
Ondes ou instabilités

Equations d'Euler incompressibles

1

div U, = et %Jrgz-g@dgzz—*g@lpz—ggz,
ot P2
1

divU; =0 et %Jrgl-g@dglz—*g@dm—ggz
ot p1

Uy-e,=0, z=—h, |

Conditions aux limites a l'interface z = n(x, y, t)

on o
ot ot
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Génération des ondes de surface Relation de dispersion généralisée
Dynamique linéaire d'un écoulement cisaillé
Ondes ou instabilités

Hypothese irrationnelle : rot U; =rot U, =0

hr\ )
991 —(Qenz=—h, J el r

0z

09;

0 0 ) 2
+ Uim- | ntgrad ¢; -grad n = , i= et p1=po
0z 1

ot "Ox
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Génération des ondes de surface Relation de

Dynamique Ilnealre d'un ecoulement cisaillé
Ondes ou instabilités

Petites oscillations : 17 “petit”

flx,y,m(x v, t), ] = f(x,y,0,t) [1 + O(n)]

zZ——400

Agp=0 | lim grad ¢ =0 J

Condition aux limites en z =0
) a\ o ) Y\ 9
(m+U1(9><>”_(9z et (m*“?w)"—az

0 0 0 0
[<8t+U18 >¢1+g77} = p2 [<8t+Uza >¢z+gn]

Agp1 =0 J 8;51:0 en z:—h,J
Z
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Génération des ondes de surface Relation de dispersion généralisée

Dynamique linéaire d’'un écoulement cisaillé
Ondes ou instabilités

Solutions complexes avec s =0 — i w :

(61,7, ¢2) = [D1(2), m, P2(2)] e xFikv ytst

En notant k* = k2 + k2, le systeme s'écrit :

O —k2d; =0 et &) —k?dy;=0 avec
(s+ i ke Up) i = D1(0) et (54 iky Un) m = $5(0)
p1l(s+ i ke U1) ®1(0) +gnm] = p2[(s+ iks Uz2) P2(0) + g 1]
(=h) =0 et lim ®5(z)=0

Dol : ®1(z) = 1, cosh(kz+ kh,) et ®y(z) = by e 2 )

On en déduit la relation de dispersion :

s+ i ke Up)? .
P1 gk+(tanh(kf7l)) :pg[gk—(s—i-lkXUz)z]
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Génération des ondes de surface Relation de dispersion généralisée
Dynamique linéaire d'un écoulement cisaillé
Ondes ou instabilités

Cas de la profondeur infinie kh, — oo

p1lgk+ (s+ikeU)?] = p2 gk — (54 i ke U2)?]

Condition nécessaire et suffisante pour I'instabilité

g\ ki + k2 (p1—p3) < k2 p1p2 (Ur — Us)?
—_— U,

'
A A

1< p2

Instable pour U; # Us 2_P27pP

. k
et |Uy — Us| suffisamment fort p1+ po =
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Relation de dispersion
Dispersion de la houle Champs oscillants de la houle
Trajectoires des particules

Cas d'une profondeur h, quelconque avec p; > po

(s+ i ke Up)? + gk tanh(k h,) =0

Dans le repére mobile de vitesse U;

w = Q(k) = /g k tanh(k h;)

25 Vitesse de phase

Q(k) Q(k)

2 CSQ(k) = T
1.5 )
bz 7
0.5 <€ k = Q/ k

C ¢ (k) A )1 ( )khr

0 1 2 3 4 ® kh, = C“D(k) |:2 + S'nh(2kh):|

V.

HYDRODYNAMIQUE DE L’'ENVIRONNEMENT, O. THUAL Ondes de surface



Relation de disp n
Dispersion de la houle Champs oscillants de la houle
Trajectoires des particules

Onde monochromatique avec U = grad ¢

Nm cos(ky x + ky y — wt)

EIm Gin(ky x + ky y — wt) cosh[k (z + h,)]/ cosh(k h,)
w

p & Nm cos(kx x + k, y —wt) cosh[k (z+ h,)]/ cosh(k h;)

T S 3
|

0.5 T T T T 0.5

-1}

a)
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Relation de dispersion
Dispersion de la houle Champs oscillants de la houle

Trajectoires des particules

0 N h=04

X pressure,

pressure, h=0.7

-0aff
e o ea

04

pressure, h=0.1
ost gl [T
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Relation de dispersion
Dispersion de la houle Champs oscillants de la houle

Trajectoires des particules

u = (gnm/w) ke cosh[k(z + h;)] cos(kxx + k, y — wt)
w = (gnm/w) k sinh[k(z+ h;)] sin(kcx + k, y — wt)

01 01 H 1
z z n
0 o >
01 -~ - 21 - B
pooQe000edldosooo 0w oo 0 O o o B O O 9000 peEOsooo 0 v I
P I : . 03 S | ]
B 0.4
05 1 0.5 ’
-0.5 0.4 0.3 -02 -0.1 (] 0.1 0.2 03 0.4 05 -0.5 -0.4 -03 -02 -0.1 0 0.1 02 03 0.4 05
i T

_&Nm cosh[k(zp + hy)]

x(x0,20;t) = xo 2k cosh(k 1) sin(ky xo — w' t)
) 8 Mm sinh[k(zo + h,)]
z(x0,20;t) = zo+ 2 cosh(k by cos(ky xg —w't),

HYDRODYNAMIQUE DE L’ENVIRONNEMENT, O. THUAL Ondes de surface 12 /20



Problémes aux conditions initiales

HYDRODYNAMIQUE DE L’'ENVIRONNEMENT, O. THUAL Ondes de surface 13/20



Décomposition en ondes harmoniques

Paquet d'onde localisé en espace
Problémes aux conditions initiales Réponse impulsionnelle

Condition initiale (vérifiant A¢o = 0 et %d)o =0enz=—h,)
i) = [ (k) e dk,

e /R Bolky) cosh[k (z + hy)] % dk,

Cas d'un paquet d'ondes a droites (7)o = 0)

n(x, t) = / Mo(ky) €1 E d + c.c.
R+

_ g Mo(kx) coshlk (z+ hr)] ik x—io)t
o(x,z,t) = /R+ ) cosh(k ) e dky + c.c.
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Décomposition en ondes harmoniques
Paquet d’'onde localisé en espace

Problémes aux conditions initiales Réponse impulsionnelle
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Décomposition en ondes harmoniques
Paquet d’'onde localisé en espace
Problémes aux conditions initiales Réponse impulsionnelle

Condition initiale no(x) =2 np cos(ko x) E(x)

Paquet d'ondes : Q(k) = Q(ko) + cg(ko)(k — ko) + ...
n(x,t) = 2n, cos[kgx — Q(ko) t] E[x — cz(ko) t]
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Décomposition en ondes harmoniques

Paquet d’onde localisé en espace
Problémes aux conditions initiales Réponse impulsionnelle

Latitude N®

T T T T T T
160 200 240 280
Longitude E°
00hO3m203
0.1 -0.05 o 0.0s 0.1
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Décomposition en ondes harmoniques
Paquet d'ond alisé en espace

Probléemes aux conditions initiales Réponse impulsionnelle
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Décomp
Paquet d'ond
Problémes aux conditions initiales

Condition initiale

Réponse impulsionnelle Q(k) = /g k tanh(k h,)

n(x, t) = 77m/ el xRt gy 4 cc. avec k= |k
R+
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Décomposition en ondes harmoniques
Paquet d'onde localisé en espace

Probléemes aux conditions initiales Réponse impulsionnelle

Comportement le long de la trajectoire x = ct

I(t) =n(ct,t) =1m / el e QRN qpe 1 ¢ c.
R+

Méthode de la phase stationnaire : I(t) = [ g(k) exp[i¢(k) t] dk

si U est monotone : I(t) décroit exponentiellement
1 .
si k. tel que V'(k,) =0 : I(t) ~ — G(k,) e V(ka)t
que W/(k.) (6) ~ —; Glk)

Paquet d'onde dispersé : W(ky) = ky c — Q(k)

1
, t) ~ —

n(x; t) T

ol  ky = kc(c) estle nombre d'onde défini par cz(ki) =c

et G(ki) = Nm muz(iﬂk*” exp {—isign[Q”(k*)]%}
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