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Introduction

1. Résolution des équations de Saint-Venant

Les ondes de la dynamique linéaire des équations de Saint-Venant
propagent l’information sans dispersion. La méthode des
caractéristiques généralise cette propriété au cas non linéaire.

2. Ondes de détente

L’écoulement engendré par la vidange d’un canal se résout
graphiquement en traçant les deux familles de courbes
caractéristiques.

3. Onde de compression

Lorsque les caractéristiques se coupent, il se forme un ressaut
hydraulique dont la vitesse est déterminée par des relations de saut
issues des lois de conservation.
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Équations de Saint-Venant (I = sin γ, g ′ = g cos γ)
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Dynamique linéaire, sans frottement et à fond plat
Transformation du modèle non linéaire complet
Méthode des caractéristiques

Équations de Saint-Venant sans pente ni frottement
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Équilibres
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Petites perturbations de l’équilibre

h = hn + h̃ et U = Un + Ũ

Équations de Saint-Venant linéarisées
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(h̃, Ũ) = (h̃m, Ũm)e i kxx+s t avec s = σ − i ω ∈ CI
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Relation de dispersion et forme des ondes (σ = 0)

ω± = (Un ± cn) kx et
h̃m

hn
= ± Ũm

cn
avec cn =

√
g hn

Fluvial : Fn = Un
cn
< 1 Torrentiel : Fn = Un
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> 1

x

t

h̃(x, t)

0 x

t

h̃(x, t)

0

Un + cn Un − cn Un + cnUn − cn

a) b)

h̃(x , t) = 1
2 H̃+[x − (Un + cn)t] + 1

2 H̃−[x − (Un − cn)t]

Ũ(x , t) = 1
2 Ũ+[x − (Un + cn)t] + 1

2 Ũ−[x − (Un − cn)t]
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Dynamique linéaire, sans frottement et à fond plat
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Équations de Saint-Venant 1D
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Caractéristiques C1 : ẋ = λ1(x , t)(
∂

∂t
+ λ1

∂
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)
J1 = N(J1, J2)

λ1 = U + c et J1 = U + 2 c

Caractéristiques C2 : ẋ = λ2(x , t)(
∂

∂t
+ λ2

∂
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)
J2 = N(J1, J2)

λ2 = U − c et J2 = U − 2 c
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Caractéristiques C1 : ẋ = λ1(x , t)(
d
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Fonction de Riemann J1(
dJ1
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)
C1

= N(J1, J2)

Fonction de Riemann J2(
dJ2

dt

)
C2

= N(J1, J2)

Invariants de Riemann si Cf = 0 et I = 0 donc N = 0
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Détermination de la solution

Exemples d’applications lorsqu’il existe des invariants de Riemann

1) Onde de détente : he(t) décroissante
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2) Onde de compression : he(t) croissante
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Région 0 : écoulement uniforme (h,U) = (h0, 0)

Région OS : onde de détente h(x , t) et U(x , t) variable

Région f : écoulement uniforme (h,U) = (hf ,Uf )
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Théorème 1

La frontière de la région 0 est une droite caractéristique C1

J1(UB , cB) = J1(UE , cE ) = J1(U0, c0)
J2(UB , cB) = J2(UF , cF ) = J2(U0, c0)

=⇒ UB + 2 cB = U0 + 2 c0

UB − 2 cB = U0 − 2 c0
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Théorème 2

Les caractéristiques C1 de la région OS sont des droites

J1(UA, cA) = = J1(UB , cB)
J2(UA, cA) = J2(UE , cE ) = J2(U0, c0) = J2(UF , cF ) = J2(UB , cB)

On a donc UA = UB et cA = cB le long de ces C1

HYDRODYNAMIQUE DE L’ENVIRONNEMENT, O. THUAL Intumescences et ressauts 11 / 20
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Solution sur l’axe Ot

J2[U(0, τ), ce(τ)] = J2(0, c0) ⇐⇒ U(0, τ)− 2 ce(τ) = −2 c0

Solution dans le plan (x , t)

Région c(x , t) U(x , t)

f cf 2(cf − c0)

OS ce [τ(x , t)] U[0, τ(x , t)]

0 c0 0
τ
tf

C1

C1

C1

OS

0

f

C2

C2C2
x

t

avec τ(x , t) solution de l’équation implicite :

x = [U(0, τ) + ce(τ)](t − τ) = [3 ce(τ)− 2 c0](t − τ)
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Région 0 : écoulement uniforme (h,U) = (h0, 0)

Région OS : onde de compression h(x , t) et U(x , t) variables

Région CUSP : intérieur de la fronce

Région f : écoulement uniforme (h,U) = (hf ,Uf )
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Modèle de Saint-Venant sous forme intégrale
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Relations de saut pour un ressaut hydraulique mobile

hL(UL −W ) = hR(UR −W )
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)
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Bilan global de l’énergie
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Applications de l’inégalité de saut pour l’énergie

Frn > 1 (torrentiel) → Frn < 1 (fluvial) avec Frn = U−W√
g ′ h

hL, hR et UR = 0 sont connus
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a) b)

W < 0 UL > 0 et UR > 0
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Résolution des équations de Saint-Venant
Ondes de détente
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