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Abscisse quelconque dans le plan (x,t) (m)
Borne pour la formule de Leibnitz (m)
Borne pour la formule de Leibnitz (m)
Vitesse d’advection des ondes de crues (m~!)
Notation pour c(hy,) (m s™1)

Notation pour v/g’h (m s™1)

Notation pour v/g"h, (m s=t)

Coefficient de frottement ()

Courbe caractéristique ()

Domaine d’influence des conditions initiales dans le plan

(,1)

Domaine d’influence des conditions aux limites dans le plan

T, t

r(_[‘ens)eur des taux de déformation moyenné (s~1)
Notation pour d (s7!)

Opérateur divergence d’un champ de vecteurs (m~!)
Divergence d’'un champ de tenseurs d’ordre deux (m~1!)
Opérateur dérivée partielle par rapport au temps (s~!)
Opérateur dérivée partielle par rapport & x,y,z (m™—1)
Opérateur dérivée particulaire % +U -grad (s71)
D’erivée d’une fonction dépendant du temps (1)
Dérivée % + z¢ a% le long de la courbe C (s ~1)
Vecteurs de la base canonique orthonormée ()

Equation aux dérivées partielles 0

Equation de la surface libre

Nombre de Froude U/+\/g"h ()

Notation pour f(z2) — f(z1) ()

Notation pour fp — fa ()

Valeurs de f a gauche et a droite d’une discontinuité ()
Gravité (m s2)

Vecteur gravité (m s~2)

Notation pour gcosy (m s=2)

Opérateur gradient d'un champ scalaire (m~!)
Epaisseur de la couche fluide (m)

Epaisseur adimensionnée ()

Echelle de longueur verticale (m)

Epaisseur & I'équilibre (m)

Perturbation de 1’équilibre h,, (m)
Amplitude complexe pour h(z,t) (m)
Notation pour h =+ h,U/¢, (m)

Valeur de h(zx,t) le long de la courbe C (m)
Hauteurs a gauche et a droite d’un choc (m)
Hauteur constante initiale (m)

Hauteur constante finale (m)

Condition initiale (m)

Condition aux limites (m)
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Amplitude de hauteur (m)

Appelée “pente” par abus de langage ()
Champ scalaire quelconque

Energie cinétique turbulente (m? s=2)
Longueur de rugosité du fond (m)

Notation pour Uy,h,/(2tanhy) (m? s71)
Cocfficient de Strickler (m'/3 s~1)

Echelle des longueurs horizontales (m)

Ecart type d’'une gaussienne (m)

Longueur constante (m)

Ordre €

Ordre un

Pression en moyenne de Reynolds (Pascal)
Remplace la notation p (Pascal)

Pression turbulente p + % pk (Pascal)

Pression turbulente adimensionnée ()

Pression atmosphérique (Pascal)

Pression atmosphérique adimensionnée ()
Dérivée de Q(p) (ms 1)

Nombre de Reynolds turbulent ()

Nombre de Reynolds moléculaire ()

Valeur propre pour la stabilité (s7!)

Temps (s)

Temps adimensionné ()

Tangente ()

Tangente hyperbolique ()

Vecteur vitesse en moyenne de Reynolds (m s™1)
Remplace la notation U (m s~ 1)

Fluctuation turbulente du vecteur vitesse (m s™!)
Composantes du vecteur vitesse (m s™1)
Vitesses adimensionnées ()

Unité pour les vitesses horizontales (m s™!)
Vitesse u moyennée dans la direction z (m s™1)
Vitesse U a I’équilibre (m s71))

Perturbation de 1’équilibre U,, (m s~!)
Amplitude complexe pour U(z,t) (m s™1)
Notation pour U + ¢,h/h, (ms™1)

Opérateur gradient suivant U (s~!)

Egal grad b- U ([b] s)

Vitesse horizontale constante (m s~!)
Unidimensionnel
Vitesse verticale (m s~
Vitesse d'un choc (m s71)
Coordonnées spatiales (m)
Coordonnées spatiales adimensionnées ()
Vecteur position (m)

Trajectoire de la courbe C (m)
Trajectoire d’un choc (m)
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CHAPITRE 5. ONDES DE CRUES

Point juste avant ou juste apres le choc (m)

Intervalle fixe sur 'axe Oz (m)

Dérivée de la fonction z(t) (m)

Coordonnées de la direction normale au plan incliné (m)
Borne supérieure de la couche limite de fond (m)
Moyenne du carré de u sur le carré de sa moyenne ()
Angle du plan incliné avec I’horizontale ()

Opérateur Laplacien (m~2)

Rapport ho/Lo ()

Valeur propre pour la recherche de caractéristiques (m s=1)
Vitesse 2U (h) (m s™?)

Masse volumique (kg m~3))

tenseur des contraintes turbulentes (Pa)

tenseur identité ()

Contrainte de cisaillement au fond (Pa)

Contrainte de cisaillement au fond (Pa)

Ordonnée quelconque dans le plan (z,t) (s)

Ordonnée 7 de la caractéristique passant par (z,t) (s)
Viscosité moléculaire (m?) s—b)

Viscosité turbulente (m?) s=1)

Constante pour la formule de Manning-Strickler ()
Notation pour (U, & ¢,) k1 (s71)
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Introduction

Les écoulements a surface libre reviennent souvent dans le champ d’investigation et d’interven-
tion de l'ingénieur de I'’environnement. Trés souvent, la profondeur de la couche d’eau est faible
devant I'extension horizontale des phénomenes observés. C’est le cas des écoulements dans les
rivieres ou dans les canaux, du ruisselement sur le sol ou encore des mouvements a grande échelle
d’un lac.

On se restreint ici au cas des canaux dont la section est un rectangle de largeur miroir L grande
devant la profondeur, mais la généralisation au cas des sections variables peut étre menée comme
pour le cas de ’hydraulique stationnaire.

La propagation de bourrelets d’eau ou de crues, que 'on désigne sous le terme générique d’in-
tumescences, est bien décrite par la théorie des caractéristiques appliquées aux équations de
Saint-Venant.

Le passage des équations de Navier-Stokes turbulentes aux équations de Saint-Venant est abordé
en utilisant la formule de Leibnitz. Une série d’approximations permettant de négliger un ou
plusieurs termes des équations de Saint-Venant est présentée.

F1G. 5.1 — Crue d’une riviére.

Le modele de 'approximation des ondes de crues est ensuite utilisé pour sa pertinence hydrau-
lique et pour sa simplicité dans l’illustration de la méthode des caractéristiques. L’exemple de
I'onde de détente permet de bien comprendre la notion d’invariant transporté a la vitesse ca-
ractéristique. Le calcul de la vitesse de propagation d’un choc a partir de la formulation globale
du modele est explicité.

1 Equations de Navier-Stokes a surface libre

Nous présentons ici les équations de Navier-Stokes bidimensionnelles incompressibles en présence
d’un fond et d’une surface libre. Le choix d’un jeu d’unités représentatives des ordres de gran-
deurs pertinents permet d’écrire ce modele sous forme adimensionnée.
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o
9
Fi1G. 5.2 — Canal incliné a fond plat

1.1 Equations de Navier-Stokes bidimensionnelles

On considere un écoulement a surface libre bidimensionnel sur un plan incliné faisant un angle ~
avec I'horizontale. En choisissant 1’axe Ox parallele au plan incliné, on note (e,, e,) les vecteurs
orthornomés du plan (z, z). Le vecteur gravité s’écrit alors g = g siny e, —g cosye,. On considere
que le fluide est incompressible et on note p sa masse volumique constante. On choisit I'origine
des axes au fond de telle sorte que z = 0 soit ’équation du plan incliné.

Lorsque I’écoulement est turbulent, le modele des équations de Navier-Stokes incompressibles
avec viscosité turbulente s’écrit, en moyenne de Reynolds,

divU = 0

oU 2
R 4 U-gmadU = —grad (7;+3k>+g+div[(u+ut)d] (5.1)

ou v la viscosité cinématique moléculaire, 14 la viscosité turbulente, d le tenseur des taux de

déformation moyen, k = %Q’Z I’énergie cinétique turbulente ot U’ est la flucation turbulente du
champ de vitesse autour de sa moyenne. Par souci de simplicité, les notations U, p et d sont
utilisées pour les moyennes de Reynolds plutot que U, p ou d. Dans le cas bidimensionnel étudié
ici, on note U(z, z,t) = u(x, 2,t) e, + w(z, z,t) e, le champ de vitesse et p(z, z,t) le champ de
pression.

On suppose que la viscosité turbulente v, est constante pour z > zjp(2,t) ol 2y, est le
sommet d’une couche limite de fond et dont I’ajustement empirique fait partie intégrante du
présent modele. La prise en compte d’'un modele de turbulence plus complexe conduirait aux
mémes équations de Saint-Venant que celles qui vont étre dérivées, mais la présentation de
cette dérivation aurait été alourdie. On suppose que v est négligeable devant 14 dans la couche
supérieure, ce qui permet d’écrire les équations de Navier-Stokes sous la forme

oxr  Jz
@—Fu%—i—w@ = —1%—# siny + v Au
ot ox dz  pox g SRy
ow ow ow 1 9p;
— — — = ——— = A 2
5 +u6x+w8z 502 g cosy+ v Aw (5.2)

oupt=p+ % pk est la “pression turbulente”.
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1.2 Conditions aux limites de I’écoulement

On suppose que 'équation de la surface libre est de la forme F(x, z,t) = z — h(z,t) = 0, ce qui
exclut des déformations de type déferlement. La normale n = grad F/||grad F|| & la surface est

proportionnelle au vecteur grad F' = —% e, + ¢e,. La condition aux limites cinématique % =0
s’écrit donc 9 9
— 4 u——=w our z=h(z,t) . 5.3
o b (@,1) (53)

La condition aux limites dynamique sur la surface libre exprime la continuité des forces de sur-
face. Si on suppose que le fluide est en contact avec un fluide parfait de pression p,s, constante,
elle s’écrit

Tt N = —Patm N pour z = h(z,t) (5.4)

ou g¢(x, z,t) est le “tenseur des contraintes turbulentes”
ag=-pnl+2pvd,
du L (0u 4 Ow
avec d(x,z,t) = o 210z O
=\ o 1(ou 4 ow ow
2 \ 0z ox 0z
L’écriture des conditions aux limites en z = zj;,,, nécessite un raccordement avec la couche limite

de fond. Un modele tres simple consiste a considérer que zy;,, est tres petit et a imposer les
conditions aux limites :

(5.5)

w=0 et €y OL €, = Tx pour z2=0, (5.6)

ou T, est la contrainte de cisaillement exercée par le fluide sur la paroi. Cette contrainte 7, doit
alors étre modélisée en 'exprimant comme une fonction de la vitesse, de la hauteur ainsi que
d’autres parametres comme la viscosité moléculaire v du fluide ou la hauteur caractéristique kg
des rugosités du fond.

1.3 Adimensionnalisation du modéle

On choisit d’adimensionner les équations de Navier-Stokes avec le systéme d’unités suivant :

L
x=Lyzt, z=hgy 2", t:FOtJF,
0
h
u="Uyu", w = U()L—Ou}'|r et pr=pg hop" (5.7)
0

ou Lg est une échelle de longueur horizontale, hg est une échelle de longueur verticale, Uy une
échelle de vitesse longitudinale et ¢’ = g cosy une constante proche de g lorsque v est petit. Les
champs adimensionnés dépendent des variables dimensionnelles a travers des relations du type
u(z, z,t) = Up u™(x*, 27, ¢T). Un calcul simple permet d’obtenir le modele ainsi adimensionné
qui s’écrit

out  owt 0
; gat © 0zt "
ou +u+8u +w+8u _ 1 Jp +tan’y+ 1 ot
ott Ozt ozt Fr2 9zt  €Fr?2  eRt

ott Tu Ozt T Oz+ Fr2 9zt  Fr? * rt™ "

9 <8w+ ow™ 8w+> 1 op* 1
€
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i , 02 0?
avec A = € W —+ @ (58)
et ol les quatre nombres sans dimension intervenant dans ces équations sont
h U, ho U,
=2 Fr= 0 Rt=-"""% ¢t tan~y. (5.9)

_fo’ Vg ho ’ Vi

Le nombre de Froude F'r est le rapport entre la vitesse caractéristique Uy de 1’écoulement et une
vitesse cg = /¢’ hg qui se trouve étre la vitesse de propagation des ondes de surface en milieu peu
profond (voir plus loin). Le nombre de Reynolds turbulent Rt = hy Uy /14, qui est nettement plus
petit que le nombre de Reynolds Re = hg Uy /v, mesure 'importance du frottement turbulent par
rapport aux autres forces. Enfin, € est petit pour des écoulements peu profonds en comparaison
avec les échelles horizontales considérées. On voit que I’équation de continuité ne fait apparaitre
aucun de ces nombres sans dimension.

Les conditions aux limites adimensionnées sur la surface libre s’écrivent

1 Out € Oht € [owt out ont
Rt 0zt = Fr? am) get " Rt \ Oxt Ozt Ozt ’
+ n €2 out Oht Ow™ e3 dwt ont
TR $200 ) - T
Fr Rt 0zt Ozt 0zt Rt Oxt Ox*
oht oht
et T ut Py wt pour zF=hT(zt,tT). (5.10)
Les conditions aux limites adimensionnées au fond s’écrivent
out  OJw™ Rt tany n n
e + ot~ 2 et wT =0 pour 2T =0, (5.11)

ou l'on a choisit d’adimensionner la contrainte de cisaillement 7, sous la forme

Te(z,t) = pg' ho tany 7,7 (T, 1) . (5.12)

2 Dérivation des équations de Saint-Venant

La dérivation des équations de Saint-Venant a partir des équations de Navier-Stokes turbulentes
s’effectue en supposant que la profondeur est faible devant 1’échelle de variation des phénomenes
dans la direction de I’écoulement. Des approximations complémentaires peuvent étre discutées en
examinant I'ordre de grandeur d’autres parametres comme la pente du fond, la vitesse moyenne
ou encore 'intensité de la turbulence.

2.1 Classification des approximations

On s’intéresse aux cas de couches fluides peu profondes, ce qui se traduit par ¢ < 1. Le tableau
5.1 répertorie les différentes approximations qui conduisent a des solutions non triviales en
supposant que tous les champs adimensionnés u™*, w™, h™, p* et 7% restent d’ordre 1 lorsque
tout ou partie des parametres sans dimension €, tan~y, 1/Rt ou Fr tendent vers zéro. Cette
hypothese n’est pas neutre et les choix d’unités effectués, par exemple pour 7, se justifient a
posteriori en étudiant les modeles obtenus pour telle ou telle approximation.
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tany < € tany = O(e) tany = O(1)
Fr?=0(1)
Saint-Venant
% 4 sans pente Saint-Venant
ni frottement sans frottement
Saint-Venant Equations de
2 = O(e) sans pente Saint-Venant
completes
ﬁ =0(1) Ondes
de crues
Fr? = 0(e)
Ondes
2 =0(1) de crues
diffusantes

TAB. 5.1 — Approximations dans le cas € < 1.

Toutes ces approximations conduisent a

op™

pe —-1  avec pT=ph. pour 2T = ht(xt tT). (5.13)
P

La pression turbulente est donc hydrostatique. En revenant aux grandeurs dimensionnelles, on
peut alors écrire

pt(x, Z7t) = Patm — pg/ [Z - h(.ﬁC,t)] : (514)

On remplacera désormais p; par sa valeur en fonction de h dans les équations. Les conditions
aux limites restantes sont donc

@%— @— t @—0 =h
py uax—w e 832_ pour z =
w=0 et pvta—::n pour z =0. (5.15)

Les approximations considérées ici se différentient dans la projection de 1’équation de quantité
de mouvement sur la direction e,. Pour 'approximation “équations de Saint-Venant complétes”
obtenue pour € < 1, Fr? = O(1), tany = O(e) et 1/Rt = O(e), tous les termes sont du méme
ordre de grandeur et I'on a

ou ou ou oh 9%u
— +9I+u1 9.2

—tu—+w '— 5.16
ot " "ox T 02T Yox (5.16)
avec g’ = g cosy et I = sin~y. Selon les cas, le terme de frottement 4 % ou le forcage par la
gravité g I peuvent étre négligeables. Pour 'approximation des ondes diffusantes et des ondes
de crues, le premier membre, traduisant ’accélération, est négligeable devant les autres termes.
Il sont tous les trois du méme ordre pour ’approximation “des ondes diffusantes”, le terme de

pression —g’ % étant négligeable pour 'approximation “des ondes de crues”.
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2.2 Modeles intégrés sur la couche fluide

On définit la vitesse longitudinale moyenne U(x,t) de la couche fluide par la relation

(e £) — 1 h(x,t) N d 517
@0 =gy ) e (5.17)

Pour intégrer de 0 a h(x,t) les équations du modele, il est nécessaire d’utiliser la formule de
Leibnitz

b(s) b(s) a
CZ/Q(S) f(s,2) dz—/a(s) gi:( z) dz + Zz( ) fls,b(s)] —%(s) fls,a(s)]

valable pour toute fonction f(s,z) intégrable et dérivable et tout intervalle [a(s), b(s)] dont les
bornes varient avec s.

L’intégration sur la verticale de I’équation de continuité conduit a

h(z,t) o h(z,t) O
/0 a—z(aj, z,t)dz + /0 6—1;)(1‘, z,t)dz=0. (5.18)
En appliquant la formule de Leibnitz et en 1ntegrant , on en déduit

o h(x,t) oh
/ u(z, z,t) dz — ulz, h(z, t), t| =—(x,t) + wlz, h(z,t),t] — w(x,0,t) =0 .

%0 ox

En utilisant les conditions aux limites w = 0 pour z = 0 et at h uax = w pour z = h(z,t) et en
utilisant la définition de U(x,t), I’équation de conservation de la masse intégrée sur la section
s’écrit finalement

0 oh
a5y (W) + 5 =0, (5.19)

En utilisant la relation U - grad v = div (U u) dans 1’équation de la quantité de mouvement, on
obtient

% + 8((;;11) + 8(;;“) =—d gh +gl+1, 22;; . (5.20)
En utilisant la formule de Leibnitz, on obtient alors
o [h oh =h
&/0 udz—a—u\zh—l— / u!zh+{wuL:0:
—g’hgfxl—i—glh—i—ut [g:];z . (5.21)
ou

En utilisant les conditions aux limites, dont p1; §7 = 7 pour z = 0, et la définition de U, on

obtient o 5 h o
L "B — b siny — 2 22
T + o /0 u“dz+g 5 = Jhsiny P (5.22)

2.3 Equations de Saint-Venant

On cherche a obtenir un modele qui ne fasse intervenir que les champs U(z,t) et h(x,t). 11
faut pour cela exprimer fél u?dz et 7, en fonction de ces champs. Pour cela, on a recours aux
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observations expérimentales, I’effort de modélisation empirique étant, une fois de plus, nécessaire.
Une premiere modélisation consiste a écrire, par analyse dimensionnelle, que

h
/ wdz=aU?h. (5.23)
0

Comme D’écoulement est turbulent, u(z) est quasiment constant sur une grande partie de la
couche et on peut donc supposer o = 1. Pour la modélisation du cisaillement au fond 74, on
définit la grandeur sans dimension Cy(h,U) par la relation

T = % Cy(h,U) pU |U]| (5.24)

Un modele grossier consiste a considérer que Cy est constant. Un modele trés souvent utilisé
en hydraulique a surface libre est la formule de Manning-Strickler que 1’on écrit sous I'une des
formes

29 Dprs ks 1/3

ou K est le “nombre de Strickler” (en m!/3 s71), ks est la rugosité du fond et @75 un nombre
sans dimension qui peut étre choisi de 'ordre de &, = 0.1.

Au final, les équations de Saint-Venant s’écrivent

o oh o

A &% c; UlU|

o ,ou _ o, o CrUU

8t+U8:U g 3$+g[ 5 3 (5.26)

ou ¢ % représente le gradient de pression en z, gI la force de pesanteur en x et Cy(h,U)
modélise le frottemment sur la paroi.

3 Dynamique des ondes de crues

La notion d’onde est souvent rattachée a la dynamique linéaire d’un milieu décrit par un modele
linéarisé autour d’un état d’équilibre. Mais la notion d’onde peut aussi étre étendue au cas
non-linéaire en désignant par ce mot tout signal reconnaissable qui se déplace avec une vitesse
identifiable. Le théorie des caractéristiques offre un cadre rigoureux pour définir les trajectoires
le long desquelles se propage I'information. On se place ici dans le cadre de ’approximation des
ondes de crue diffusantes ou non diffusantes (voir tableau 5.1).

3.1 Dynamique linéaire

On consideére tout d’abord le modele de “I’approximation des ondes de crues” obtenu pour € < 1,
2 = O0(1), Fr? = O(1) et tany = O(1). Il s’écrit
oh 0 1
—+—WUh)=0 t O=9gl—--Cy ——
ot * ox (Uh) ¢ 9 2 F h
On choisit le modele de Manning-Strickler et on s’intéresse aux régimes ou U > 0. On obtient
alors la “relation de Strickler”

ulul (5.27)

U=K,I'?n23, (5.28)
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En reportant dans I’équation de continuité, ’approximation des ondes de crues s’écrit

Oh O (1 pyzpsss) _Oh  SUOh _
5 T (K. 1'% h )_at+ 5 5, =0 (5.29)

On considere alors un état d’équilibre (hy,,U,) ou h, et U, sont des constantes vérifiant U,, =
KSII/zh%/S. On pose _ B

h=h,+h et U=U,+U (5.30)
et on suppose que h et U sont des petites perturbations de 1’équilibre. En reportant dans le
modele et en négligeant les termes d’ordre deux, le modele linéarisé s’écrit

oh L 5Un oh
ot 3 Or
Une petite “intumescence” est donc advectée a une vitesse égale a 5/3 de celle de I’écoulement

moyen (voir figure 5.3a). Cette intumescence est par exemple une faible crue sur une riviere
dont la pente n’est pas négligeable.

(5.31)

1.2 oo
¢ h
1 :

0.8

0.6

O

A ‘ ‘ ‘ ‘ . . . .
a) 0 20 40 60 80 100 b) "% 20 40 60 80 100

F1G. 5.3 — Solution h(z,t) a) du modéle des ondes crues sans diffusion b) du modéle des ondes
de crues diffusantes.

Lorsque la pente de la riviere ainsi que sa vitesse devient plus faible, on peut considérer le modele
des “ondes de crues diffusantes” obtenu pour € < 1, Rt = O(1), Fr? = O(e) et tany = O(e).
Ce modele s’écrit

onh 0 B _,on L, Ul
St U =0 et 0=—g 49l Cr

L’équilibre (hy,,Uy) vérifie la méme relation de Stricker que pour le modeéle précédent, mais une
petite perturbation h vérifie maintenant
oh  5U, Oh 82h Uy hn,

Zr = 2 k. = . 5.33
ot * 3 Oxr " Ox? avee " 2tan-vy (5.33)

(5.32)

L’effet du terme supplémentaire va étre de diminuer 'amplitude de la crue en la diffusant. Si
la condition initiale h(:): 0) est une gaussiennne de variance [y et d’amplitude maximale i, la
solution est la gaussienne

7 (z — 25 1) 2 2
h(z,t) = hp, OXP | = avec “(t) =15+ knt (5.34)

lo
i(t)
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de variance [(t) croissante et d’amplitude maximale décroissante (voir figure 5.3b).

3.2 Dynamique non linéaire

On s’intéresse maintenant a la dynamique non linéaire de I’approximation des ondes de crue que
I’on écrit sous la forme

Oh Oh

avec A(h) = SU(h) et U(h) = K, I'/2 p?/3, On appelle “caractéristique” une courbe C d’équation
x = wx¢(t) vérifiant I’équation

0 (5.35)

& = Nh(z,1)] (5.36)

ou h(z,t) est une solution de I’équation aux dérivées partielles. Cette solution vérifie alors

dh d g . 0
(dt)c =0 avec (dt)c =5 + 2 (t) E (5.37)

Autrement dit, la valeur h¢(t) = hlze(t),t] “mesurée le long de la courbe C” est constante.
On dit que h est un “invariant de Riemann” du systeme. Cette constante vaut par exemple
he = h(a,0) si 2¢(0) = a, lorsque C passe par le point (z,t) = (a,0), ou encore h¢ = h(0,7)
si z¢(7) = 0, lorsque C passe par le point (x,t) = (0,7). Comme h est constant le long de ces
“courbes” et que A(h) ne dépend que de h, les caractéristiques sont des droites.

hi(T) D;
C
-
0 >
a hi(a) x

F1c. 5.4 — Exemples de caractéristiques C passant par (a,0) ou (0, 7) dans le plan (z,t). Domaines
d’influence D; et Dy, respectivement, des conditions initiales et aux limites.

Si on donne une condition initiale h;(a) telle que h(x,0) = h;(z) pour z > 0 et une condition
aux limites h;(7) telle que h(0,t) = hy(t) pour ¢t > 0, la solution h(z,t) est obtenue en éliminant,
respectivement, a ou bien 7 de I'un des systemes

Tr—a A(h)t ) T =
{ h = hia) ou bien {h _ hy(7) (5.38)

suivant que ’on est dans le domaine d’influence D; des conditions initiales ou D; des conditions
aux limites.

La résolution graphique de ces équations implicites s’effectue en tragant les droites caractéristiques
x = a + Ahi(a)]t & partir des conditions initiale ou bien les droites caractéristiques x =
Ahi(7)](t — 7) & partir des conditions aux limites.

La figure 5.5a représente un tel tracé a partir d’'une condition initiale croissante. Comme h
est constant le long de caractéristiques qui s’écartent lorsque ¢ croit, on voit que I'extension
horizontale croit, 'amplitude restant constante, comme le montre la figure 5.5b).
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0.8f

0.6

0.4}

0.2r

Fi1c. 5.5 — Détente. a) Droites caractéristiques dans le plan (x,t) et profil initial h;(a) = h, +
% [1 + tanh (%)} b) Evolution du profil h(z,t).

La figure 5.6a représente un tel tracé a partir d’une condition initiale décroissante. Comme h
est constant le long de caractéristiques qui se rapprochent lorsque ¢ croit, on voit que ’extension
horizontale décroit, ’amplitude restant constante comme le montre la figure 5.6b). A partir du
premier instant t. ou les caractéristiques se croisent, le modele continu de 'approximation des
ondes de crues n’est plus valide. Tres souvent, cette singularité traduit des phénomenes physiques
ol les champs varient sur des distances tres courtes que ’on appellent “chocs” en aérodynamique
compressible ou “ressauts” ici.

10

Fi1c. 5.6 — Choc. a) Droites caractéristiques dans le plan (z,t) et profil initial h;(a) = hy, +
% [1 — tanh (%)} b) Evolution du profil h(z,t).

3.3 Ressauts de 'approximation des ondes de crues

On peut chercher & modéliser ces ressauts par des fonctions h(zx,t) discontinues. Pour cela, il est
nécessaire de formuler un modele plus riche que ’équation aux dérivées partielles considérée. Un
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tel modele est obtenu par une formulation globale de la conservation de la masse qui postule la

relation p
2
7 hdr +[Q(h)];: =0 avec Q'(h) = A(h) (5.39)
z1
est vraie sur tout intervale fixe [z1, z2] du domaine spatial considéré

On note z.(t) la position d’un choc mobile et [h] = hlx} (t),t] — hlz (t),t] la discontinuité de h
a travers ce choc. La formule de Leibnitz permet d’écrire

To ze (t) T2
i hdr = i / hda:—i—/ h dx
x1 xj(t)
T2

dt Jau, dt
ze (t) 9h oh
= - d —— dx + io(t) ha(t) — @o(t) hp(t
/x ot x+/xj(t)3t T+ Ze(t) ha(t) — e(t) hp(t)

1

ze (t) 9h T2 9h
_ oh O 4 4
(Al 8tdw+:£j®£%<m: w[h] (5.40)

ou w(t) = &.(t) est la vitesse du choc. D’autre part, on peut écrire

Q7 = Qlh(z2,t)] = Q[h(z1,)] = [QI: + Q)7 — Qlha(t)] + Qlhp(t)]

(&

Q5 +[Q1%2 + Q] - (5.41)

Tc

En sommant les équations (5.40) et (5.41) et en appliquant le bilan local (5.35) sur les intervalles
[x1, [ et |z, x2] on trouve que la vitesse du choc est

w(t) = [QR)]/[h] avec w(t) = z.(t) , (5.42)

les valeurs de part et d’autre du choc étant connues grace aux caractéristiques. Dans le cas de
l’approximation des ondes de crues, on a Q(h) = U h. On peut donc écrire la relation de saut
sous la forme

HMU—wﬂ:O. (5.43)

FORMULAIRE

Equations de Navier-Stokes a surface libre

Navier-Stokes turbulentes :

divU = 0
oUu

2
a—?JrQ-g@dQ = —grad <i+3k>+g+cﬁv[(u+w)d}-

Conditions aux limites :

on_on _
ot u(?a:_
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Nombres sans dimension :

ho Ug

€ Iy’ r AT R ” e an -y
Dérivation des équations de Saint-Venant
Pression hydrostatique :
pu(,2,t) = Patm — pg' [z — h(z,1)] .
Quantité de mouvement :
CCOL WL S L I—I-l/@
ot " Mor Vo Yox I T e
Cisaillement au fond :
1
= C¢(h,U)pU U] .
Equations de Saint-Venant :
oh oh ou
M T
o o g2t e i e
o TV o T 79 "2
Dynamique des ondes de crues
Ondes de crues diffusantes :
oh 0 , Oh 1, U|U|
— 4+ — = =—g — I—--Cr———.
3t+8x(Uh) 0 et 0 gax—i-g 2Cf W
Ondes de crues :
oh oh 5
oh oh _ _9 — K, TV 23
5 A(h) 9 0 , A(h) 3U(h) , U(h) h
Caractéristiques :
B @osod
dt ) ¢ ’ at)e ot V9
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EXERCICES ET PROBLEMES

|[EXERCICE 5.1| Approximation des ondes de crues

On considere une riviere de pente I = sin~y et de largeur [ constantes qui se laisse modéliger par
, . . % Ul|lU
les équations de Saint-Venant % +U % = —h %—g et %—[{ +U %—g =—4 g—g +gl— 7f %

— _ 29
avec Cf = W

Fi1Gc. 5.7 — Ruissellement d’une lame d’eau de hauteur h et de vitesse U sur une pente faisant
un angle v avec I’horizontale.

1) Lorsque la pente I n’est pas trop petite, on suppose que 'on peut négliger 'accélération et
le gradient de pression dans I’équation de quantité de mouvement. En déduire, en supposant
U > 0, que h obéit a I’équation d’évolution % + A(h) % = 0 ou A(h) est une fonction que

I’on explicitera. Comment se nomme ’approximation ainsi obtenue.

L’équilibre ¢ I =

% % = I?Qghlﬁ; entre la force de gravité et le frottement entraine que U =
K, T2 h2/3. En reportant dans 1’équation de quantité de mouvement, on obtient %ﬁb + %(U h) =
£+ 2% = ( avec = 2 K 3 = 3U. On est dans le cadre de I’approximation des ondes
Gh L Mh) I =0 A(h) = 5 K IY/2h?/3 = 3U. On est dans le cadre de 1 tion des ond
e crues.

2) Déterminer la hauteur h;, de la solution stationnaire en supposant connu le débit linéique
@/ L. Montrer que I’équation d’évolution des petites perturbations h se raménent & I’équation

%@L + Ao % = 0 ol1 A\g est une constante que 'on explicitera.

3/10
Les équations U, = K, I'/? R et U, by = q entrainent K I'/2 R/ = Q/!1 et donc h,, = (%2 )

On en déduit U,, = Q/(L hy,). La linéarisation de ’équation d’évolution de h conduit a %}Z + Ao % =0
avec A\g = %Un.

|[EXERCICE 5.2| Décrue et crue linéaires

On considere une portion de riviere de longueur L qui draine un bassin versant soumis a une
pluie homogene est stationnaire. On modélise cette pluie par la constante Py dans 1’équation

d’évolution %—? + o % — Py de la perturbation de hauteur h(z,t) autour du régime normal

h = h, avec \g = gUn et U, = K; IY/2 h,%/?’. On suppose que la perturbation de hauteur d’eau
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en amont est constante et donnée par la condition aux limites ?L(O, t) = ho. On s’intéresse alors
a la hauteur d’eau h(t) = h(L,t) a 'exutoire de la portion de riviere lorsque la pluie s’arréte.

1) Calculer et tracer la solution stationnaire h(x,t) = hs(x) obtenue pour une pluie constante
Py. On pourra noter x = Py/Uyp.

La solution de I'’équation Uy %'S(x) = P, avec la condition TLS (0) = 710 est %S (z) = ﬁo +x z avec x = Py/Up.
Le profil hs(z) est linéaire.

2) On suppose qu’a I'instant initial ¢ = 0 le profil de hauteur d’eau est la solution stationnaire
h(x,0) = hy(x z) pour x € [0,L]. On suppose que l'intensité de pluie est nulle pour ¢ > 0.
Montrer que he(t) = ho pour t > T avec T = L/Uy. Tracer dans le plan (z,t) le lieu des
points pour lesquels ’écoulement est uniforme. Calculer et tracer I'évolution de la hauteur
d’eau h.(t) en fonction du temps. Calculer et tracer a plusieurs instants le profil de hauteur
d’eau h(z,t).

Les caractéristiques de ce modele sont des droites d’équation x = a + Uyt si a désigne ’abscisse de
I'intersection avec l'intervalle [0, L] de 'axe des x ou x = Uy (t—7) si 7 désigne 'ordonnée de I'intersection
avec l'axe des t. Les droites caractéristiques issues du demi-axe des temps ¢t > 0 coupent la droite z = L
a partir du temps 7' = L/ Up. Comme h est un invariant de Riemann le long des caractéristiques et que

h(O t) = ho pour ¢t > 0 on a~h(L t) = ho pour t > T. Larégion ¢t > 0 délimitée par la droite caractéristique
x = Uyt est uniforme avec h(x,t) = ho. Pour t < T, la caractéristique passant par le point (L,?) du plan
(z,t) coupe I'axe des x en a = L — Upt. La condition initiale est égale a hs(a) = ho + x a en ce point.
On a donc he(t) = h(z,t) = ho + xL—xUpt= ho+xL— Pyt pour ¢ € [0,T]. La hauteur h,(t) décroit
linéairement & partir de la valeur h (L) pour stagner a la valeur hy au-dela de t = T'. Pour x < Upt,
on a vu que h(m t) = ho. Pour z > Uy t, la droite caractéristique passant par (x,t) coupe I'axe des x en
a =2z —Upt, ce qui entraine h(z,t) = ho + x = — Py t. La solution h(z,t) est égale & hy(x — Ugt) pour
x > Uyt et égale a hg sinon.

0 0
0 Lx 0 Lxy0 7 0 L x

Fic. 5.8 — Décrue de la riviére a) Equ111bre initial hy(x ), b) Région uniforme et droites ca-
ractéristiques, c) Courbe de décrue he(t) a I'exutoire, d) Evolution temporelle du profil h(z, t)
vers I’équilibre hy.

3) On suppose maintenant qu’a l'instant initial £ = 0 la hauteur d’eau est uniforme et égale
a h(x t) = ho pour z € [0, L]. On suppose l'existence d’une pluie constante Py pour ¢ > 0.
Calculer et tracer I’évolution de la hauteur d’eau he(t) en fonction du temps. Calculer et
tracer a plusieurs instants le profil de hauteur d’eau ?L(.’L‘, t).
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Les droites caractéristiques sont les mémes que pour le cas P = 0, mais h n’est plus qu'une fonction

dh

de Riemann vérifiant e = Py. Pour t < T, l'intégration de la fonction de Riemann le long de la

droite caractéristique pabbant par (L,t) conduit & he(t) = h(L,t) = hg + Pyt. Pour t > T, la droite
caractéristique coupe l'axe des t en (0, — L/Up) et llntegratlon de la fonction de Rlemann condult a

Ee( t) =h(L,t) = ho + Fo L/Uy = ho +x L. Le profil h .(t) croit linéairement de ho ) h0+xL h0+P0 T
sur 1’1ntervalle [0, T] puis reste constant. Pour x > Uot I'intégration de la fonction de Riemann conduit

a h(x t) = hg + Pyt. Pour x < Upt, la droite caractéristique passant pas (z,t) coupe I'axe des ¢ en
(0,t — 2/Up). L'intégration de la fonction de Riemann conduit & h(z, t) = ho+ Pyz/Uy = ho + x 2.
La solution h(z, t) part de ho, croit linéairement avec le temps jusqu’a atteindre la valeur du profil
stationnaire hg(t). Le point ou cette valeur est atteinte se déplace a la vitesse U.

4
T 27} h \
— e . S
| flO ;ho ;ho -
0 Ly0 T 10 Lx 0 L x

FiG. 5.9 — Crue de la riviére a) droites caractéristiques, b) Courbe de crue he(t) & lexutoire, c)
Profil h(x,t) pour t <T et h(z,t), d) Evolution temporelle des profils h(x,t) vers hg(s).

|EXERCICE 5.3| Crue non linéaire

On considére une portion de riviere de longueur L drainant un bassin soumis & une pluie
homogéne et stationnaire que l'on modélise par la constante Py dans 1’équation d’évolution

—|— )\(h) = Py avec A(h) = %ﬁhz/:3 et 3 = K, I'2. On suppose que le sol est initialement
sec ce que l’on traduit par la condition initiale h(z,0) = 0. On suppose et la condition aux
limites & 'amont est h(0,¢) = 0 pour tout temps.

1) Calculer I’équation des caractéristiques du modele issues des points (x,t) = (a,0) pour
a € [0, L]. Calculer I’équation des caractéristiques issue des points (z,t) = (0,7) pour 7 > 0.
Tracer toutes les courbes caractéristiques du modele dans la région (x,t) € [0,L] x Ry.
Calculer l'intersection de la courbe caractéristique issue du point (x,t) = (0,0) avec la
droite d’équation x = L. En déduire le temps t. au-dela duquel I'hydrogramme h(L,t)
devient constant. Donner I’expression de cette valeur constante h,. Exprimer et tracer ’hy-
drogramme de crue h(L,t) au bas de la pente.
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Les caractérsitiques sont définies par le systeme d’équations & = gﬁ h2/3 et h = Py avec les conditions
initiales £(0) = a et h(0) = 0. On en déduit h(t) = Pyt et & = %ﬂPg/s t2/3 que Pon intégre en
xz(t) =a+ ﬂPOQ/S t5/3. On vérifie qu’il s’agit bien de 'équation de la caractéristique passant par (a,0).
Les conditions initiales pertinentes sont ici z(7) = 0 et h(7) = 0. On en déduit que h(t) = Py(t — 7) et
que l’équation de la caractéristique passant par (0, ) s’écrit z(t) = 3 POZ/3 (t—7)5/3. Les caractéristiques
sont des courbes déduites les unes des autres par des translations dans le plan (z,t). Elles ne se coupent
donc pas. L’équation de courbe caractéristique issue du point (z,t) = (0,0) est = ﬁPg/?’ t5/3. Elle
coupe la droite z = L en (L,t,) avec t, = (L/3)%/°/P?/5. La valeur de h(L,t) & I’équilibre est h, =
Pyt, = ﬁL Py/B)3/°. Les courbes caractéristiques qui atteignent le segment de droite (x,t) = (L,t) avec

t € [0,t.], sont toutes issues du segment de droite (x,t) = (a,t) avec a € [0, L]. La valeur de h(L,t) est
donc égale & h(L,t) = Pyt pour ¢ € [0,t,] et & h(L,t) = h, pour ¢t > t,.

e 10 )

F1G. 5.10 — a) Courbes caractéristiques. b) Courbe h(L,t) en fonction du temps.

2) Calculer numériquement, méme de maniére tres grossiere, les valeurs de ¢, en heures, et de
h, en m, pour une longueur L = 10 km, une largeur [ = 1 m, une pente I = 0.1, un nombre
de Strickler de K = 10 en unité SI et une pluie p = 1 mm/jour sur un bassin versant d’aire
A =10 km? en supposant que toute 1’eau des des précipitations est drainée par la riviere.

OnaPy=pA/ Sl L). L’application numérique conduit & un temps ¢, de ordre de 3 heures et une
hauteur de ruissellement au bas de la pente de I'ordre de 15 cm.



