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2 Chapitre 1. Ecoulements incompressibles

Introduction

Ce chapitre résume les étapes essentielles de la mécanique des milieux continus
nécessaires pour établir les équations de Navier-Stokes incompressibles

divU =0 , d—Q:—lg@dp-i-E—i—uAQ. (1.1)
dt p
Ces équations proviennent des ingrédients suivants :
— les axiomes de la mécanique : conservation de la masse et de la quantité de
mouvement,
— la contrainte d’incompressibilité,
— la loi de comportement rhéologique des fluides newtoniens.
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FiGc. 1.1 — Mouvements de particules dans un écoulement paralléle cisaillé.

Uz, t)

Les axiomes de la mécanique s’énoncent en disant que la masse de tout vo-
lume de particules transportées par le mouvement est constante et que la
dérivée temporelle de sa quantité de mouvement est égale a la résultante des
forces appliquées. Pour obtenir des équations aux dérivées partielles a par-
tir de ces principes macroscopiques, on doit dériver des intégrales triples sur
des domaines qui varient avec le temps en étant transportés par le mouve-
ment. Il est alors nécessaire d’explorer la “représentation lagrangienne” des
champs considérés pour transformer les intégrales sur des domaines mobiles
en intégrales sur des domaines fixes qui décrivent les positions initiales des
particules mobiles.

La contrainte d’incompressibilité dit que 'on peut considérer le volume de
tout domaine transporté par 1’écoulement comme étant constant. C’est une



approximation qui est valide lorsque la vitesse de I’écoulement est petite devant
la vitesse du son dans le fluide. Pour exprimer cette contrainte, qui dit que la
divergence du champ de vitesse est nulle, il est nécessaire d’exprimer le taux
de variation des volumes en fonction des dérivées partielles de ce champ.

La loi de comportement rhéologique des fluides newtoniens est basée sur le fait
que les forces de contact dépendent de la pression et des dérivées spatiales de
la vitesse constituant le tenseur des “taux de déformations”. Il est nécessaire
de définir le “tenseur des contraintes” pour décrire ces forces de contact. Sa
dépendance linéaire avec la normale a une surface élémentaire vient d’une
propriété générale des forces de surface impliquées dans la loi de conservation
de la quantité de mouvement. La démonstration est classiquement obtenue a
I’aide de la “construction des tétraedres” qui conduit a I'important concept de
vecteur flux de champs scalaires ou de flux tensoriel de champs vectoriels.

N

Dans le présent chapitre, nous cherchons a expliciter les concepts ci-dessus
de la maniere la plus simple possible. Les lecteurs qui connaissent déja la
“mécanique des milieux continus” n’auront qu’a prendre connaissance du jeu
de notations avant d’étudier les exemples développés a la fin du chapitre.
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F1G. 1.2 - a) Ecoulement de Poiseuille circulaire en charge. b) Ecoulement de
Poiseuille a surface libre sur un plan incliné.

Dans les derniers paragraphes de ce chapitre, deux exemples d’écoulements
sont présentés. Au-dela de leur intérét comme exemples d’application des
équations de Navier-Stokes, ces écoulements sont utilisés ici pour intro-
duire I’hydraulique en charge dans les conduites et I’hydraulique des écou-
lements a surface libre dans les canaux. Dans les deux exemples, 'important
concept de “charge hydraulique” est introduit. La relation entre la “perte de
charge linéique” et la “contrainte de cisaillement” due aux frottements sur les
frontieres est mise en avant.
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Le premier exemple, qui introduit les écoulements en charge, est ’écoulement
de Poiseuille circulaire dans un tube (figure 1.2a), forcé par un gradient de
pression. Quand I’écoulement est suffisament lent, il est laminaire et sa vitesse
moyenne est proportionelle a la perte de charge linéique. Cette importante
propriété est a la base de la loi de Darcy valable pour les écoulements en
milieu poreux comme, par exemple, les écoulements souterrains.

Le deuxieme exemple, qui introduit les écoulements a surface libre, est 1é-
coulement de Poiseuille plan sur un canal incliné (figure 1.2b). On introduit
le coefficient de frottement qui provient d’une analyse dimensionnelle sur la
perte de charge. Quand ’écoulement devient turbulent, ce qui est le cas pour
les écoulements a surface libre réalistes, la paramétrisation de ce coefficient de
frottement est au centre de la modélisation de ces écoulements.

1 Cinématique

Le mouvement d’un milieu continu est défini par un champ de vitesse U(z, t) ou
par une famille de déformations X (a,t) paramétrées par le temps. Un premier
point de vue, eulérien, consiste a exprimer tous les champs en fonction des
points z de la configuration déformée. Le point de vue lagrangien consiste a
les exprimer en fonction des positions a des particules dans la configuration
de référence qui est ici la position initiale du mouvement. Nous exprimons ici
la loi de conservation de la masse dans les deux représentations.

1.1 Eulérien ou lagrangien

La représentation eulérienne d’un champ scalaire B est, tout simplement, une
fonction (z,t) — B(z,t) qui associe le scalaire B(z,t) € IR a tout point
T=xe, +ye, +ze, € IR? et tout temps t € IR .

La représentation eulérienne U(z,t) = ue, + v e, twe, € R? du champ de
vitesse d'un écoulement est, similairement, une fonction de IR x IR — IR3.
On note aussi U = (Uy, Us,Us) et z = (21, %2, x3) les composantes (u, v, w) et
(x,y, z) lorsque nécessaire.

Les trajectoires associées a I’écoulement U(z,t) sont des courbes paramétrées

par le temps ¢ ~— z(t) solutions de 'équation 4z (¢) = U[z(t),t]. En notant

2(0) = a les conditions initiales de toutes les trajectoires, on peut construire la
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“U(a: ) Ela,t)
= e ™)
R e " it
a \X(—?)/'_ IV(ty) V(t)

vecteur dx(t) transporté par le mouvement avec 0x(0) = da et petit volume
OV(t) transporté par le mouvement avec §V(0) = 0.

Fia. 1.3 — Trajectoires z(t) = X(a,t) associées a la vitesse U(z,t). Petit

“description lagrangienne” de ’écoulement (a,t) — X(a,t) ou X(a,t) = x(t)
est la trajectoire issue de la condition initiale z(0) = a (figure 1.3).

Pour tout temps ¢, on peut considérer la matrice Jacobienne F(a,t) de la

fonction a — X (a,t) dont les composantes sont Fjj(a,t) = %Z(J? (a,t). On peut

alors écrire

X(a+ da,t) = X(a) + E(a,t) - da + O(||da]*) , (1.2)

ot da est un petit vecteur et O(||dal|?) une erreur d’ordre deux. En notant
0z(t) = X(a+ da,t) — X(a) 'image au temps ¢t du petit vecteur da, on peut
écrire

dz(t) = E(a,t)-da+O(||dal®) = dwi(t) = Fyj(a,t) da; +O([|6al|?) , (1.3)

ou nous avons utilisé la “convention de sommation d’Einstein” pour laquelle le
symbole Z?Zl est omis lorsque I'indice de sommation j est répété. On confond
ici le “tenseur d’ordre deux” I et la matrice 3 x 3 de ses composantes.

La variation des volumes peut étre calculée en considérant trois petits vecteurs
x(t) =2/ (t) — z(t), 62/(t) =z (t) — z(t) et 6a”(t) = 2" (t) — z(t) transportés
par le mouvement (figure 1.4), ce qui signifie que z(#'), z” (t) et z" () sont
des trajectoires proches de la trajectoire z(t). Elles forment un parallélépipede
dont le volume 6§V est le “produit mixte” de ces trois vecteurs défini par

/ "
dxy O0x) (53:/1,
dxg Oxh Oy

5V(t) = (Bx(t), 62 (1), 82" (1)) = R
T3 0T3 03

, (1.4)




6 Chapitre 1. Ecoulements incompressibles

1<

Fi1G. 1.4 — Déformation d’un petit cube par I’écoulement.

qui est le déterminant de la matrice constituée des composantes des trois
petits vecteurs. Si 02(0) = dae,, 02'(0) = dae, et 02" (0) = dae, at =0,
ou da est une petite longueur, le parallélépipede est un cube a ¢t = 0 dont le

volume est 3V(0) = (60)* (e, ¢, €. ) = (6a)*. Comme dz(t) = F(a,?) - 02(0),

=T =Y
oz’ (t) = F(a,t)-62'(0) et 8z (t) = F(a,t)-6z" (0), avec une erreur de seulement

0Ol(da)?], on peut écrire

V(t) = (E-82(0), E-62'(0), E-62"(0)) = (00)* (E-e,, E-e¢,, E-e.)

Fi1 Fio Fis
= (50,)3 F21 F22 F23 = (5(1)3 detiz (5V(0) J(Q,t) 5 (15)
F31 I3y F33

ou J(a,t) = det F(a,t) est le “Jacobien” de l'application z — X(a,t) au
temps ¢ pour laquelle on suppose det F(a,t) > 0.

La relation dV(t) = 6V J(a,t), démontrée dans le cas d'un petit cube, peut
étre aisément généralisée au cas de petits volumes de formes quelconques en
les découpant en cubes encore plus petits.

Pour des écoulements réalistes, on a J(a,t) > 0, ce qui implique que l'inverse
a = A(z,t) de x = X(a,t) au temps ¢ existe pour déterminer la condition
initiale ¢ d’une trajectoire dont la position x est connue au temps t. Avec cette
famille de trajectoires associées au champ de vitesse U(z,t), on peut définir

la représentation Lagrangienne B(F) (a,t) du champ B a travers la relation

B(z,t) = BP[A(z,t),t] <= B[X(a,t),t] =B (a,t), (1.6)

ce qui revient & dire que B(z,t) = B (a,t) quand z = X (a,t) ou, de maniére
équivalente, a = A(z, t).
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F1G. 1.5 — Domaine D(t) transporté par ’écoulement avec D(0) = D.

Etant donné un ensemble Dy de particules a observées au temps t = 0, on
note D(t) = X(Dy,t) 'ensemble de leurs images z = X(a,t) au temps ¢

(figure 1.5). Le changement de variable x = X (a,t) pour une intégrale triple
sur un domaine mobile D(t) s’écrit

///D(t) B(z,t) d*z = //Do BW (a,t) J(a,t) da, (1.7)

ou d’x = J(a,t)d3a est le volume d’intégration dans D(t) qui peut étre vu
comme l'image du volume d’intégration d®a dans Dy.

La conservation de la masse d’un fluide de champ de vitesse U(z,t) énonce
que la quantité

mip) = [If ) i = L PPt Jatda, (1)

ou p est la masse volumique, est indépendante du temps. Si p[X(a,t),0] =
p(L) (a,0) = po est uniforme au temps ¢ = 0, le principe de conservation de la
masse impose que la masse volumique satisfait la relation

p(L) (a,t) J(a;t) = po (1.9)

pour tout temps t. Cette formulation lagrangienne du principe de conservation
de la masse sera complétée par une formulation eulérienne plus loin.

1.2 Dérivée particulaire

Etant donné un champ scalaire B(z,t) et une trajectoire z(t) associée au
champ de vitesse U(z,t) avec z(0) = a, on peut considérer la fonction

b(t) = BF)(a,t) = Blz(t),t] (1.10)
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[B(az*,t)
t

-

F1G. 1.6 — Fonction b(t) obtenue en mesurant B le long de la trajectoire x(t).

qui décrit I’évolution temporelle de la quantité B vue par une particule qui
suit la trajectoire z(t) (figure 1.6). Puisque ‘é—f(t) = Ulz(t),t], on peut écrire

db dB@) OB
=y = (

%(t) == 8t E +Q'g@d B) [i(t)at] . (1'11)

On peut alors définir la “dérivée particulaire” < dB d’un champ B par sa repré-

L
sentation lagrangienne (%)( ) (a,t) = 83855 )(g, t) ou, de maniére équivalente,
par sa représentation eulérienne
dB 0B
I —(z,t) = 5 —(z,t) + U(z,t) - grad B(z,t) . (1.12)

De maniere similaire, la dérivée particulaire d’un champ de vecteur V (z,t) est
définie par ses composantes

av;  oV; oV; aV;
— . = = 1.1
a ot T ot Ui Oz (1.13)
qui s’écrit aussi, en utilisant ’opérateur différentiel U - grad = Uj; % :
dv. oV ov.
1.14
v + (U -grad ) V = e +U - -grad V. (1.14)

Le champ d’accélération I'(z,t) est défini comme étant la dérivée particulaire
du champ de vitesse U. A l'aide d'un peu d’algebre, on peut montrer la relation
utile

dU oU

ou 1
I — _ 7= UZ4+rot UANU . 1.1
FriiT +U- -gradU = o + 2g1"ad +rot UAU (1.15)

ou rot U est le champ de vorticité.
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1.3 Taux de déformation

Le gradient du champ de vitesse U(z, t) est la matrice Jacobienne K = grad U

de 'application z — U(z,t) au temps t. Ses composantes sont K;; = g%’ et

on peut écrire

Uz + dz,t) = Uz, t) + K(z, 1) - 62 + O(]| 8z]|) , (1.16)

ol dz est un petit vecteur et O(]|dz[|*) une erreur d’ordre 2. Si on considere
deux trajectoires z(t) et 2/(t) telles que dz(t) = 2/(t) —x(¢) est un petit vecteur
(figure 1.7), on peut écrire

% [62(1)] = Ula/ (), 1] — Ulz(t),t] = K[z(t),1] - sz(t) + O[||dz(1)|]*] . (1.17)
A Q
Uz + 6z,t) W
—- \“ —aj/(t)
ox dx(t) d
\Vallg N
Uz t) z(t)

F1G. 1.7 — Comparaison des vitesses de deux trajectoires proches.

La décomposition K = w + d en une partie antisymétrique w et sa partie
symétrique d entraine

U t) = Uz, t) = w(a,t) - 0z + d - bz + O(|| z[|) (1.18)
si 2’ et x sont séparés par un petit vecteur dxr = 2’ — .

Pour toute matrice antisymétrique w, il existe un unique vecteur w tel que

w - 0x = w A dx pour tout vecteur dx. Ses composantes satisfont w; +w;jr =0
si le triplet (i, j, k) est une permutation directe de (1,2, 3). Pour le cas présent

Wij = % (gg; - g—gj), on montre que w = %MQ. En écrivant
U2, t) =U(z,t) + w(z, t) A (2 —z) +d- 5z + O(||dz]|?) (1.19)

on voit que w, appelé le “tenseur des taux de rotation”, décrit un mouvement
de rotation solide dans le voisinage de z dont le vecteur rotation est, par
définition, w = %M U.
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La partie symétrique d, dont les composantes sont d;; = % (gg} %)7 est
appelée le “tenseur des taux de déformation”. Il est tel que

L 60(t) - 80/ (1)] = 282(t) - dlit). 1] - 8/ (£) = 2 6s(t) dig () 1] 6 (1)

dt =
(1.20)
ol 0x(t) = 2/ (t)—x(t) et 62’ (t) = " (t)—z(t) sont des petits vecteurs décrivant
la séparation entre les trois trajectoires z(t), z'(t) et z (t). Par conséquent, le
tenseur des taux de déformation décrit le taux de variation des distances et
des angles des petits vecteurs transportés par le mouvement.

En considérant les trois petits vecteurs dz(t) = 2/ (t)—z(t), dz'(t) = = (t)—z(t)
et 0x"(t) = 2 (t) — z(t) transportés par le mouvement (figure 1.8), on peut
calculer le taux de variation des volumes. Ils forment un parallélépipede dont
le volume est 6V(t) = (82(t), 82/ (1), 62 (1)).

A Q 5V 6_3://\ g

\/

Fi1Gc. 1.8 — Déformation d’un petit cube entre deux temps proches.

Si dx(ts) = dx e, 02/ (tx) = Oz ¢, et 0z (t,) = 0z e, & t = t,, ol oz est une
petite longueur, le parallélépipede est un cube a t = t,, dont le volume est
V() = (62)* (eg epe.) = (62)°. Comme $ow(t,) = Kla(t.),t.] - 6x(t.),
450/(t) = Kla(t), 4] - 50 (1) o 62" (1) = Klz(t.).1.] - 82" (1) avec une
erreur de seulement O[(6x)?], on peut écrire

Lsv(t) = (K- d2.62',02") + (62, K - o0’ 62" + (82, 82’ K - 52”)

dt
KHOO 1K120 10K13
=(6x) | |Koay 1 0|+|0 Ky 0|+]0 1 Koy
K31 0 1 0 K32 1 0 0 K33

= (62)3 (K11 + Kog + K33) = 0V(t.) div Ulz(ts), ] . (1.21)

La relation %(W(t) = 6V(t) div Ulz(t),t], démontrée dans le cas d'un pe-



Lois de conservation 11

tit cube, peut étre aisément généralisée au cas de petits volumes de formes
quelconques en les découpant en cubes encore plus petits.

On voit donc que la divergence div U du champ de vitessse est égale au taux de
déformation relatif des volumes. En particulier, si le volume de tout domaine
de particules est conservé dans I’écoulement, on a div U(z,t) = 0 pour tous
les points z et tout temps ¢t. On dit alors que ’écoulement est isochore.

2 Lois de conservation

La “démonstration des petites tétraedres” établit que le flux de surface in-
tervenant dans une loi de conservation dépend linéairement du vecteur uni-
taire normal a la frontiere du domaine en mouvement considéré. Pour la loi
de conservation de la quantité de mouvement, cette dépendance linéaire des
forces surfaciques de contact définit le tenseur des contraintes.

2.1 Théorémes de transport

Une loi de conservation pour un champ c(z, t) est une assertion disant que pour
tout domaine D(t) = X (Dy, t) de particules de trajectoires z(t) = X (a,t), avec
D(0) = Dy, donc tansportées par le champ de vitesse U, on peut écrire

dt/// ez, t) d3:c—|—//aD c(z,n,t)dS = // felz,t)d’z, (1.22)

ou ID(t) est la frontiere de D(t), n sa normale en (z,¢) pointant vers
lextérieur, g.(x,n) un champ représentant le “flux de surface sortant” de c et
fe(z,t) un champ représentant la “production interne” de ¢ (figure 1.9).

Pour calculer le premier terme de cette loi de conservation générique, on peut
utiliser le changement de variable x = X (a,t) et écrire

jt///p(t) c(z,t) &z = jt///po C(L)(Q,t) J(a,t)da
- ///DO <ac< D 3@;{) (@) da.  (1.23)

Pour calculer —(a t), on peut combiner les relations 0V(t)/0V(0) = J(a,t)
et 2(t)/V(t) = div Ulz(t),t] pour obtenir —{(g,t)/J(g,t) =div U[X (a,t),t].
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F1G. 1.9 — Flux de surface sortant q.(x,n,t), normale sortante n et frontiére
0D du domaine D.

(L) . . .
En notant que (@> (a,t) = a‘gf) (a,t) est la représentation lagrangienne de

dt
dc
la dérivée particulaire &7,

/// ( +cd1vU>( £ &z . (1.24)

En utilisant les relations ¢ T = 8t ¢+ U-grad cet U-grad c+cdivU = div (¢ U)
ainsi que le théoreme de la divergence, on peut écrire

jt///p(t) /// d%—l—//(m(t U-ndS, (1.25)

ou ¢ U est appelé le “flux cinématique” de la grandeur c.

on peut écrire

2.2 Flux et bilan local

Nous montrons maintenant que le “flux de surface sortant” ¢.(x,n,t) qui ap-
parait dans la loi de conservation doit obéir & une propriété tres forte : une
dépendance linéaire vis-a-vis du vecteur unitaire n.

En effet, puisque la loi de conservation est valable pour tous les domaines
D(t), on peut écrire que m ﬂaD(t) ¢e(z,n,t) dS est borné lorsque le volume
V[D(t)] est pris arbitrairement petit.
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Fi1G. 1.10 — Tétraédres utilisés pour démontrer la linéarité du flux avec : n =
(0S5 e, +0Sye, +0S-e,) /05y

En appliquant cette propriété a une famille de tétraedres de plus en plus petits
(figure 1.10), on peut montrer ([?], [?], [?]) que la dépendance de g.(x,n,t)
avec n est linéaire et en déduire qu’il existe un “vecteur flux” QC(L t) tel que

Ge(z,m,t) = Q (z,1) -1 . (1.26)

En appliquant le théoreme de la divergence, la loi de conservation s’écrit alors

C;it///p(t) c(z,t) &’z + /8D(t) Q (x,t) - ndS = //D(t) folz, ) dPe . (1.27)

En utilisant les résultats obtenus précédemment pour le premier membre de
cette relation, la loi de conservation s’écrit aussi

// 8cd3x+// (CQ+Q).@dS:// fodiz (1.28)
D(t) Ot aD(t) - D(t)

ou le flux cinématique ¢ U et le flux @ de la loi de conservation s’ajoutent.
Comme la loi de conservation est vraie pour tous les domaines D, en particulier
pour les arbitrairement petits, on peut écrire le bilan local

de

ot

de

+div (cU+@Q,) = o

+ecdivU+divQ, = fe. (1.29)
La conservation de la masse est un exemple de loi avec c(z, t) = p(z,t), @, =0

et f. = 0. Le bilan local s’écrit alors

op . dp .
—_— = — = . 1.
o +div (pU) o +pdivU =0 (1.30)
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On voit que les écoulements isochores (div U = 0) sont associés a des fluides
considérés comme incompressibles (fl—f = 0) et réciproquement. Dans ce cas, si
p(z,0) = po est homogene a t =0, on a p = py pour tous temps.

2.3 Quantité de mouvement

La premiere partie de la loi de conservation de la quantité de mouvement
énonce que

% ///p(t) pUdw //aD(t) Hen.1) dS = ///p pEd, (1.31)

ou T(xz,n,t) est la densité surfacique des forces de contact exercées sur la
frontiere 9D par l'extérieur du domaine D (figure 1.11), et p F'(z,t) la densité
des forces de volume. Les forces de contact T représentent les interactions sur
des distances plus petites que I’échelle de la description continue des champs.
Les forces de volume p F représentent les interactions a ’échelle macroscopique
du continu. La plupart du temps, les forces de volumes sont les forces de gravité
F = g ot g est le vecteur gravité.

Comme pour les lois de conservation scalaires, la démonstration des tétraédres
entraine que T'(z,n,t) dépend linéairement de n. Par conséquent, il existe un
tenseur d’ordre deux o(z,t), appelé le “tenseur des contraintes”, qui permet
d’écrire

T(z,n,t) = o(z,t) n. (1.32)

aD(t)

F1G. 1.11 — Forces de surface appliquées a la frontiére D(t) par son extérieur.
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En supposant que la conservation de la masse est satisfaite, on peut montrer
que la loi de conservation de la quantité de mouvement s’écrit

D) dt aD(t) D

En appliquant le théoreme de la divergence et la conservation de la masse, le
bilan local pour la quantité de mouvement est alors

d
p Uy (%(iJrU-gmdU):pFerNU; (1.34)

N -8 . olest: .
ou la i*™ composante de div g est % dans laquelle la convention de somma-
- J

tion de sommation d’Einstein est utilisée (sommation sur U'indice j répété).

La seconde partie de la loi de conservation de la quantité de mouvement énonce
que le moment angulaire pz A U est associé au flux sortant —z A T et aux
termes de production pz A F'. Combinées avec la premiere partie de la loi, des
manipulations algébriques montrent que cet axiome se réduit au fait que g est
symétrique.

3 Fluides newtoniens

Les équations de Navier-Stokes sont obtenues en introduisant la loi rhéologique
des fluides newtoniens dans 1’équation de conservation de la quantité de mou-
vement et en considérant ’équation de conservation de la masse que nous sup-
posons ici étre celle des écoulements incompressibles. Nous détaillons ensuite
deux exemples d’applications que sont les écoulements de Poiseuille circulaire
et plan.

3.1 Equations de Navier-Stokes
La loi rhéologique d’un fluide Newtonien s’écrit
2u .

ou [ est le tenseur identité, p(z,t) la pression, 7(z,t) = —%ﬁ divU I+2pud
le tenseur des contraintes visqueuses et p la viscosité dynamique. La forme
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du tenseur des contraintes visqueuses est obtenue en imposant sa dépendance
linéaire et isotrope avec d et en supposant qu’il n’y a pas de dissipation dans
une compression isotrope (hypothese de Stokes).

L’approximation de “fluide incompressible” est obtenue en imposant la
contrainte div U = 0 en plus de la loi de conservation de la masse. Si la densité
volumique est uniforme a un instant donné, la conservation de la masse ?Tt =
entraine que p = pg reste uniforme et constante pour tout temps, ce que nous
supposons par la suite.

Pour les fluides incompressibles, la loi rhéologique newtonienne conduit a

S}
I

—pl+2pd = dive=-gradp+pu AU, (1.36)

seéme

ou la *° composante du Laplacien AU est, en coordonnées cartésiennes,
AU; = ag g;_ (on utilise la convention de sommation d’Einstein qui consiste
J J

a sommer les indices répétés). Cette relation est obtenue en exprimant la 7™
. 8dij 1 82U; 1 62Uj oqs
composante de div d sous la forme 9z, = 201, 8:1):j + 3., oz, et en utilisant la

contrainte d’incompressibilité div U = % = 0.
J

Tous les résultats ci-dessus conduisent aux équations Navier-Stokes incompres-

sibles

d 1
divU =0 , d(i:—pgradp—i—F—i—yAU, (1.37)

ou v = u/p est appelée la “viscosité cinématique”.

Pour résoudre des problemes pratiques, on doit considérer des conditions aux
limites. En raison de la “nature parabolique” de ces équations de Navier-
Stokes, trois conditions aux limites doivent étre spécifiées sur toute la frontiere
du domaine.

Sur des frontieres rigides et immobiles, ces conditions aux limites s’écrivent
U = 0. Sur des frontiere libres et immobiles, ces conditions aux limites peuvent
sécrire U n=0et g-n—(n-og-n) n=0, ce qui signifie que la vitesse
normale et les contraintes tangentielles sont nulles.

Sur une frontiere libre et mobile en contact avec un gaz a pression constante,
par exemple I’atmosphere, on décrit la surface libre et mobile avec ’équation
inconnue F'(z,t) = 0. Les conditions aux limites sur cette interface s’écrivent
‘fi—lz(g, t)=0et g(z,t)-n = —p, n, o il y a quatre conditions au lieu de trois

pour équilibrer le nouveau champ inconnu F'(z,t).
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Avant d’aborder des exemples d’applications, nous mentionnons 'importante
relation de Bernoulli qui découle des équations de Navier-Stokes. Sa plus simple

formulation consiste a dire que pour un écoulement stationnaire (% =0 et
donc % = U -grad ) et non visqueux (v = 0), en présence de force de gravité

F = —grad (g z), on peut écrire

Z(erpngr;pUz) = U -grad (p+p92+;pU2) =0. (1.38)
On appelle alors “charge hydraulique” la quantité H = p% + 2+ QQ—; qui est
ainsi invariante le long des trajectoires. Lorsque le fluide est visqueux (v > 0),
cette quantité diminue en suivant une trajectoire et ’on parle alors de “pertes
de charge”. On note alors J = _p% divr = %(—I/ AU) le vecteur “perte de
charge linéique”.

3.2 Poiseuille circulaire en charge

Comme premier exemple d’application des équations de Navier-Stokes, on
considere ’écoulement stationnaire visqueux dans un tube horizontal de sec-
tion circulaire (figure 1.12). On note D le diameétre de cette section et on sup-
pose que ’écoulement est forcé par un gradient de pression constant % =-G.
Les forces de volumes F' = —ge, sont dues a la gravité.

On cherche une solution stationnaire symétrique de la forme U = u(r)e,
ou r est la distance a I'axe. Les équations de Navier-Stokes incompressibles
conduisent a

10p 1 0p

=———+VvA =—-— =————-g. (1
0 p8x+y u , 0 oy , 0 (1.39)

OHIOER

F1G. 1.12 — Ecoulement de Poiseuille circulaire en charge.
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On en déduit p(z) = pr — Gz — pgz, ou p, est une constante arbitraire. Le
profil u(r) doit vérifier

A=t ( d“) __¢ (1.40)

v \"ar) T o

avec les conditions aux limites rigides u(D/2) = 0. On en déduit donc que

G (D? 2
== (=-1). 1.41
u(r) = = ( - ) (141)
Le débit @ est donc
D/2 r2m x D4
Q /0 /0 u(r)rdfdr 128/)I/G ( )

En notant A = 7 D?/4 I'aire de la section du tuyau, on peut définir la vitesse
moyenne U dans la direction = par

Q D?G
=—= . 1.43
A 32pv ( )
La “charge hydraulique” est alors
U? -Gz U?
Har) =244 = =020 = (1.44)
Py 29 Py 29
La perte de charge linéique J, due aux frottements visqueux sur les murs, est
définie par J = % fOD/2 02” é(—y Au) rdf dr ce qui permet d’écrire
OH G
—=—J = —=J. (1.45)
Ox Py

Cette relation traduit ’équilibre entre le forcage de pression et le frottement.

On note P = 7 D le “périmetre mouillé”, Ry = A/P le “rayon hydraulique” et
Dy = 4 Ry le “diametre hydraulique”. Ici, nous avons Dy = D et Ry = D/2.
Le coefficient de frottement A\ est une grandeur sans dimension définie par
I’équation de Darcy-Weissbach

2
= v :
29Dy

(1.46)
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En utilisant expression (1.43) on a ici
64 UDy
A= — , Re = , 1.47
Re v ( )
ol Re est le “nombre de Reynolds”. Une autre présentation de la perte de
charge linéique est obtenue en écrivant la “loi de Darcy” :

OH gD?
U=-K, — , K,=>"—, 1.48
P oz P 32w ( )
ou K, a la dimension d’une vitesse.
Nous notons 7(r) = —e, - g-¢, la contrainte tangentielle de cisaillement définie
a partir du tenseur des contraintes
1du

ou d est le tenseur des taux de déformation et e, le vecteur unitaire radial (le
produit tensoriel a ® b de deux vecteurs est le tenseur d’ordre deux de com-
posantes a; bj). En notant 7, la valeur absolue de la contrainte de cisaillement
appliquée par le fluide sur le tuyau, on peut écrire

T« =pg Ry J. (1.50)

Pour un tuyau horizontal de 100 m de long connectant un réservoir d’eau
(masse volumique p = 1 000 kg/m3, viscosité cinématique v = 1076 m?/s)
sous 3 bar de pression (3 10° Pa, soit environ 30 m de hauteur d’eau) a
I'atmosphere (1 bar), la vitesse moyenne U, calculée a 'aide de (1.43), est
environ 25 cm/s pour un diametre de 2 mm et de 25 m/s (environ 100 km /h)
pour un diametre de 2 cm.

Si la premiére estimation de la vitesse, correspondant a un nombre de Reynolds
d’environ 500, semble réaliste, la seconde, qui correspond & un nombre de
Reynolds d’environ 5 10° n’est pas correcte. Ceci est dii au fait que la solution
“laminaire” que nous avons calculée n’est plus pertinente lorsque le nombre de
Reynolds est plus grand qu’une valeur critique au-dela de laquelle I’écoulement
devient “turbulent”.

3.3 Poiseuille plan a surface libre

Nous considérons maintenant I’écoulement stationnaire, visqueux, a surface
libre d’une couche d’eau de profondeur h sur un plan incliné (figure 1.13). Il
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n’y a pas de gradient de pression imposé, mais I’écoulement est ici forcé par
les forces volumiques de gravité I = —ge,, ou z est la coordonnée verticale.

FIG. 1.13 — Ecoulement de Poiseuille & surface libre sur un plan incliné.

On note v l'angle du plan incliné avec le plan horizontal et p, la pression
atmosphérique, que nous supposons constante, en contact avec la surface libre.

On note s la coordonnée dans la direction de la pente et e, le vecteur unitaire
qui lui est parallele. On note z = Z¢(s) I'équation du fond et [ = —Z}(s) =
siny sa “pente” (par abus de langage).

On suppose que la section du canal est rectangulaire et on note L sa largeur.
On définit le “périmetre mouillé” comme étant la longueur de fluide en contact
avec la paroi pour une section donnée, qui vaut ici P = L + 2 h. L’aire de la
section est A = Lh. Le “rayon hydraulique” Ry est défini par la relation
Ry =A/P=Lh/(L+2h). On suppose que h < L ce qui implique Ry ~ h.

Nous cherchons maintenant une solution stationnaire sous la forme U = u(r) e,
ol e, est dans la direction de la pente et r est la coordonnée normale au fond.
Par symétrie, on peut supposer que %(r, s) = 0. En projettant les équations de
Navier-Stokes incompressibles sur les axes e, et e, (ils ne sont pas orthognaux),

on obtient

d’*u 190p

OZgI—I—Vﬁ(r) , 0=——(x,2) — g, (1.51)
la vitesse wu(r) étant indépendante de s pour un r fixé. La condition aux
limites rigide au fond est u(0) = 0. Le tenseur des taux de déformation
d= %% (e, ® e, + e, @ e,) est utilisé pour exprimer le tenseur des contraintes
g=-pL+2pvd
La continuité de la contrainte a travers la surface libre est g -e, = —pge,
ol p, est la pression atmosphérique. Ceci conduit a p(z,z) = p, pour r = h
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et 2(h) = 0. A partir de ce résultat et du changement de variable [z, z] =
[s cosy+r siny, Z¢(s) +r cosv] avec Z¢(s) = —s siny, on déduit que

a I
L cosy + Z¢(s) , u:g—(hr—r2/2) . (1.52)

Pg Py v

Le débit @ et la vitesse moyennée sur la verticale U sont alors

gIh3L Q gIh?
_ _ % , 1.
@ 3v ’ u A 3v (1.53)
La “charge hydraulique”, définie par H = p% +z+ g—;, est alors
H(s,r) =22 1 7:(5) + cosv—{—uz(r) (1.54)
g 29 '

La perte de charge linéique J due aux frottements visqueux sur le fond est

(oo 2 . ..
définie par J = % Oh% (—1/ 373) dr ce qui permet d’écrire

OH
s (1.55)
Cette relation traduit ’équilibre en le forcage du a la gravité et le frottement.
La perte de charge linéique obéit a la relation de Darcy-Weissbach
U2
29Dy

(1.56)
ol A est le coefficient de frottement et Dy le diametre hydraulique est défini
par Dy =4 Ry = 4 h. En utilisant ’expression (1.53), on a ici

D
L _UDy

= , R , 1.57
Re ¢ v ( )

ou Re est le nombre de Reynolds.
Le tenseur des contraintes ¢ = —pI +2pv d, ond = %% (e, ®es+e,®e,)

est le tenseur des taux de déformation, permet la définition de la contrainte
tangentielle 7(r) = ¢, - g - €,. En notant 7, la valeur absolue de la contrainte
de cisaillement exercée par le fluide sur le fond, on peut écrire

T« =pg Ry J. (1.58)
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Pour une pente I de 3%, une masse volumique p = 1 000 kg/m?® et une
viscosité moléculaire v de I'ordre de 10~m? /s, on trouve que U est de 1'ordre
de 10 cm/s pour une hauteur de I'ordre 1 mm et que U est de 'ordre de 10°m/s
pour une hauteur h de 1m. Le premier résultat, qui correspond a un nombre
de Reynolds Re ~ 400 semble réaliste, alors que le second, correspondant
4 un nombre de Reynolds de Re ~ 410'' n’est pas correct. Ceci est dii au
fait que la solution “laminaire” que nous avons calculée n’est plus pertinente
pour décrire ’écoulement quand il devient turbulent au-dela d’un nombre de
Reynolds critique.

Une modélisation de la turbulence est donc nécessaire pour décrire les
écoulements a grand Reynolds.

FORMULAIRE

Cinématique

Différentielle de la déformation X (a,t) :

0X;
dz(t) = E(a,t)-da+ O(lldal') . Fylat)=5—(at).
J
Transport de volumes :
V(t) = dV(0) J(a,t) , J(a,t) = det F(a,t) > 0.
Représentation eulérienne et lagrangienne :

Loi de conservation de la masse :

pP(a,t) J(a,t) = po .
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Dérivée particulaire :

dB 0B

t) = E(zv t) + Q(£7 t) -grad B(£7 t) :

@

Gradient du champ de vitesse U(z,t) :

: o
o] = Kle(0), ] - da(t) . K, |

Tenseur des taux de déformations :

Transport des volumes par une trajectoire z(t) :

d .
a(w(t) =0V(t) div Ulz(t),1] .

Lois de conservation

Loi de conservation pour la grandeur c :

jt///p(t) c(z,1) de—i—/aD(t) Q (z,t) ndS = //D(t) fela,t)d

¢

Loi de conservation de la masse :

d
g;)eriv(pU):derpdivU:o.
Tenseur des contraintes :
I(&y@u t) = g(gﬂl’) ‘n.
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Conservation de la quantité de mouvement :

U <8U
P\ o

Par = +U-gradU) =pF +dive.

Fluides newtoniens

Fluides newtoniens incompressibles :

S}
I

-pl+2pud.

Equations de Navier-Stokes incompressibles :

au 1
divU =0 ; — =——gradp+ F+vAU.
dt p
Charge hydraulique :
U2
H = ﬂ + 24+ =
Py 29

Poiseuille circulaire en charge

Charge hydraulique :

_ 2
Hiz,r) = pr— Gz u(r)
Py 29
Equilibre forcage-frottement :
dH G
—=—J = —=J.
dx Py
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Equation de Darcy-Weissbach :

U? U Dy 64
J=A Re = = A= —.
29Dy © v Re
Loi de Darcy :
dH gD?
=-K, — K,=2—
v Par P 320
Poiseuille plan a surface libre
Charge hydraulique :
H(s,r) pa—i—Z()—i—hcos +u2(r)
s, 1) ="— s y
pg 7 29
Equilibre forcage-frottement :
OH
——=—J = I=J.
oz
Equation de Darcy-Weissbach :
U? U Dy 96
29Dy’ ¢ v Re

Contrainte de cisaillement au fond :

w=pgRugJ.
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EXERCICES

|[EXERCICE 1.1| Charge hydraulique

1) On considere un champ de vitesse U(z,y, z,t) = ue, + ve, +we, et son

gradient K = grad U de composantes K;; = ‘ggj. Montrer, en explicitant

leurs composantes, que U -grad U = K - U, rot U AU = (K —té) -U et
%g@dQQ :té-g. En déduire queQ~g@dQ:%g@dQ2+@Q/\Q.

Les composantes i = 1,2,3 sont Uj gg? pour U -grad U, U; ggf - U; % pour
J J i

rot UAU et Ujg—gf pour %gr@dQQ. Onadoncg-g@dngg.g—i—(g—té).Q:
terad U? + 1ot UAU.

2) On considere 1’écoulement incompressible et stationnaire d’un fluide new-
tonien de masse volumique p constante en présence d’'un champ de gra-
vité F = —ge,. Montrer que les équations de Navier-Stokes entrainent
la relation U -grad H = -U -J ou H = % + z + %QQ est la “charge
hydraulique” et J = —i div 7 est le “vecteur perte de charge linéique”,
7 étant le tenseur des contraintes visqueuses.

Comme %Q =0, que e, = grad (z) et que div g = —grad p + divr, I'équation de
conservation de la quantité de mouvement p%Q = pF 4 div g s’écrit % grad U? +
ot UANU = —%g@dp—gg@d (Z)—i—%@; Comme (rot UAU)-U = 0, on en
déduit U -grad H = -U - J.

|[EXERCICE 1.2| Poiseuille plan en charge

On considere un fluide newtonien compris entre deux plaques rigides situées
en z = 0 et z = 2h. On suppose que ’écoulement est tel qu’il peut étre
considéré comme incompressible et on note p la masse volumique. On suppose
que I’écoulement est stationnaire, que la vitesse est de la forme U = u(z) e,
et qu’il est forcé par un gradient de pression horizontal constant G = _%7 en
présence du champ de gravité g = —ge,.

1) Ecrire les équations de Navier-Stokes en tenant compte des hypotheses
formulées. On suppose que p(0,0) = p,. En déduire I’expression du champ
de pression p. Montrer que 'on a %—g = —J ou J est la “perte de charge

linéique due aux frottements” définie par J = J - e,. Montrer que J est
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constant et donner son expression en fonction de I'intensité G' du forgage.

L’équation de conservation de la masse div U = %(z) = 0 est trivialement vérifiée.

L’équation de quantité de mouvement conduit & 0 = G/p + vu'(2), 0 = g—’y’ et
0 = —%% — ¢. On en déduit p(z,z) = p, — Gz — pgz. Comme U = ue, et

U-grad H = -U- J, ona%—f =grad H-e, = —J -e, = —J. On en déduit
J=G/(pg).

2) Calculer et tracer le profil de vitesse u(z). Exprimer d et g. Calculer
et tracer le profil 7(2) = e, -7 -e, ol T est le tenseur des contraintes

visqueuses. On note 7, = 7(0). Exprimer, en fonction de 7, les contraintes
tangentielles 7y et 79, exercées par le fluide sur les parois.

Le profil u(z) = 2%(Qh — z)z est une parabole. On a d = 1u/(2) [e, ® e, + e, D e,]
et o= —pl+2prvd=—pl+7(z)le,®e, +e, ®e,] avec 7(2) = pru/(z) =
G(h—z). On a 7. = Gh et 7(0) = 7(2h) = 7. Le profil de 7(z) est une droite.

3) On considere le domaine D = {0 <z <[, 0 <y <L, 0< 2z < 2h}
ou [ et L sont des constantes. Calculer la résultante des forces de contact
exercées par l'extérieur de D sur les faces de normales e, et —e,. Calculer
la résultante des forces de contact exercées par les parois sur le fluide. Cal-
culer la résultante de toutes les forces de contact exercées par 'extérieur
du parallélépipede sur sa frontiere 0D. Commenter en remarquant que
les équations de Navier-Stokes s’écrivent ici 0 = —pge, + div g. Calculer
et interpréter la grandeur [y, 7 -ndS. On définit le rayon hydraulique
Ry comme étant le rapport entre l'aire 2hL de la face de D tranverse a

21 u(z) g

F1G. 1.14 — Ecoulement de Poiseuille plan en charge.
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I’écoulement et le périmetre de cette section en contact avec les parois.
Montrer que 7. = pg Ry J.

Les forces de contact sur les faces de normales e, et 76 sont respectwement
T(,y,z,e,) = —p(l,z)e, + 7(2)e, et T(0,y,z,¢e f = p(0 7(z)e,. Leur
résultante est [p(O z) — p(l,2)] (2hL)e, = 2hlL e,. Les forces de contact sur les
faces de normales e, et —e, sont respectivement T(x,y,2h,e,) = —p(x,2h)e, +
T(2h) e, et T(z, y,O,f .) = p(z,0)e, — 7(0)e,. Leur résultante est le vecteur
[p(z,0) — p(x,2h)]lLe, — [T (O) - 7’(2]1)] ILe, = 2hlLGe, — 2hlLGe,. Comme
I(x,L,z,Qy) = —p(z, z)e et T(J),L,Z,*Qy) = p(z,2)e £y fa résultante de toutes

les forces de contact exercées sur 9D est pg (2hlL) C’est 'opposé du poids du
fluide contenu dans D, supporté par la par01 En 1ntegrant 0=pge, +divg sur

D, on retrouve bien l’equlhbre 0= poge d3z + faD o -ndS entre le poids et les
forces de contact sur dD. La grandeur [, 7-ndS = —27,1Le, = —2(Gh)lLe, est
égale & [ divr d*z = —(pgJ) (2hlL)e, en apphquant le theoreme de la dlvergence

C’est la résultante des forces tangentlelles exercées par le paroi sur D. Elle s’oppose
au gradient de pression. On a Ry =2hL/(2L) =het 7o =pg Ry J.

4) Calculer la vitesse moyenne U = - 0 u(z) dz. On note Dy = 4 h. Mon-
trer que 'on peut écrire la “loi de Darcy” U = —K, % ou K, est une
constante que 'on exprimera en fonction de D H, v et g. On définit le coef-
ficient de frottement A par la relation J = A 5 D . Exprimer A en fonction
du “nombre de Reynolds” Re = U Dy /v. Calculer U et Re pour une perte
de charge de 2 Bars sur 100 m d'un écoulement d’eau (p = 1000 kg/m?,
v = 1075 m?/s) dans les cas h = .5 mm puis h = 5 mm. Commenter.

OnalU=Gh?/(3pv).Ona K, =D%g/(48v). Ona X =96/Re. Ona U = 16 cm/s
et Re ~ 300 pour h = .5 mm, U = 16 m/s et Re ~ 3 10° pour h = 5 mm. La solution

laminaire est réaliste dans le premier cas. Dans le second cas, elle ne ’est pas car
I’écoulement devient turbulent.

NOTATIONS

A Aire de la section (m?)

Az, t) Déformation inverse (m)

A Tenseur d’ordre 2 quelconque ou matrice 3x3

Ajj Composantes d'un tenseur quelconque A

té Transposée de la matrice A

A-B Produit (contracté) matrice vecteur

a Vecteur position dans la configuration de référence (m)
B Vecteur quelconque ou matrice colonne

B(z,1) Champ de tenseurs
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tB

B® B’
BAB
B-B
(B,B,,B”)
Wop e dS

o fe dx
B(z,t)

l(@ t)
B(@) (a,t)

& &

Transposée de la matrice colonne B

Produit tensoriel de deux vecteurs

Produit vectoriel de deux vecteurs

Produit scalaire de deux vecteurs

Produit mixte de trois vecteurs

Intégrale double sur la frontiere 9D

Intégrale triple sur le sous-domaine D

Champ de vecteurs quelconque

Composantes d’un vecteur quelconque B
Représentation eulérienne du champ B
Représentation lagrangienne du champ B

Tenseur des dilatations ()

Sous-domaine de la configuration déformée
Sous-domaine de la configuration de référence
Sous-domaine transporté par le mouvement
Diametre de la section (m)

Diametre hydraulique (m)

Tenseur des taux de déformation (s™!)

Opérateur divergence d'un champ de tenseurs (m~1)
Opérateur divergence d'un champ de vecteurs (m~1)
Elément d’intégration surfacique (m?2)

Elément d’intégration volumique (m?)

Opérateur dérivée particulaire (s~1)

Opérateur dérivée partielle par rapport au temps (s~!)
Opérateur dérivée partielle par rapport & z; (m™1)
Opérateur Laplacien (m~2)

Petit vecteur de la configuration de référence (m)
Petit vecteur de la configuration déformée (m)
Frontiere du domaine D

Vecteurs de la base canonique orthonormée (m)
Vecteur unitaire radial (m)

Vecteur unitaire le long de la pente (m)

Gradient de la déformation ou Jacobienne ()

Forces extérieure de volume par unité de masse (N/kg)
Equation de la surface libre F' =0

Production volumique du champ ¢

Opérateur gradient d’'un champ scalaire (m~1)
Gravité (m s=2)
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Gradient de pression constant (Pa m™!)
Charge hydraulique (m)

Profondeur (m)

“Pente” I = —Z}(s) ()

Tenseur identité ()

Jacobien de la transformation ()

Perte de charge linéique ()

Gradient du champ de vitesse (s71)
Coefficient de la loi de Darcy (m s™1)
Largeur du canal (m)

masse des particules de D(t) (kg)

Vecteur unitaire normal & une frontiere ()
Vecteur d’ordre h? (unité du contexte)
Scalaire d’ordre h? (unité du contexte)
Périmetre mouillé (m)

Pression (Pa)

Pression atmosphérique (Pa)

Flux de surface sortant du champ ¢ ([¢] m s™1)
Débit volumique (m? s71)

Ry Rayon hydraulique (m)

Re Nombre de Reynolds ()

rot Opérateur rotationnel d'un champ de vecteur (m~!)
r Coordonnée radiale (m)

s Coordonnée le long de la pente (m)
T(z,n,t) Forces de contact surfaciques (N m~2)

t Temps (s)

ty Temps particulier (s)

tr Opérateur trace d’un tenseur

U = (u,v,w) Vecteur vitesse (m s~ 1)

Ui Composantes du vecteur vitesse U (m s™1)
Opérateur gradient suivant U (s71)
Vitesse moyenne (m s—1)

Volume de D (m?)

Champ de déformation (m)

Vecteur position dans la configuration déformée (m)
Cote du fond (m)

Dérivée de Z¢(s) ()

Origine des axes (m)
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NOTATIONS 31
V() Petit vecteur transporté par le mouvement (m?3)
A Coefficient de frottement ()

1 Viscosité dynamique newtonienne (Pa s)

v Viscosité cinématique (m? s—1)

p(z,t) Masse volumique (kg m~3))

P\ (a,t) Représentation lagrangienne de p (kg m™3))

) Masse volumique uniforme (kg m=3))

a Tenseur des contraintes (Pa)

T Tenseur des contraintes visqueuses (Pa)

T Contraintes de cisaillement (Pa)

Q Configuration déformée

Qo Configuration de référence

w Vecteur rotation (s~!)



