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PC2 : Ondes de gravité internes

L’objet de cette PC est d’examiner en détail les propriétés des ondes de gravité internes. La PC est
construite a partir de 'exemple d’un gaz parfait, tirant ainsi partie de la simplicité de la loi d’état.
Les propriétés des ondes de gravité internes mise en évidence dans cette PC sont identiques pour un
gaz plus complexe ou pour un fluide.

NB : Des animations de champs d’ondes internes monochromatiques ou émises par un obstacle oscil-
lant (croiz de Saint-André) peuvent étre consultées a la rubrique “Ondes dans les Fluides”de I"URL
suivant : http://www.enseeiht.fr/hmf/enseignants/thual/

PC2.1 Rappel sur Yapproximation de Boussinesq

1) Un gaz parfait est défini par les lois d’état P = pRT,e =C, T et TdS = de+Pd (%) ouC, et R
sont des constantes. On note Cp, = C, + R et I' = C,,/C,,. Déduire de ces définitions ’expression
de Pentropie S en fonction de P et de p.

P

On peut écrire TdS = C, dT — & dp d’on dS = C, dT - R i) On a aussi € = % + % qui entraine
alors dS = C’vd?P -G, dp On a ﬁnalement S=0C, LnP CpLnp+ Cste = CyLn (P p~T) + Cste.

2) On considere un état de référence tel que p, et S, sont constants. Montrer que 1'on peut écrire
S—85 ~ —%(p — pr) si p et S sont “proches” de I'état de référence et si la vitesse du son
2 = T RT tend vers l'infini. En déduire que I’expression p%(p — pr) ~ —v(S — S,) définissant -y
entraine v = g/C).

L’équation d’état dS = C, d?P -Gy QPE entraine dS = _TP (dp FRT dP) En considérant que la vitesse
du son est infinie et en remplacant dp et dS par p—p,- et S—.S,., on obtient finalement S—.5, ~ ——(p Pr)-
On en déduit que v = ¢g/Cp.

3) On considére un état de référence (F,,S,,p,) ou p, et S, sont des constantes et P.(z) dépend
de z. Montrer que cet état ne peut pas simultanément satisfaire I’équation d’état et 1’équilibre
hydrostatique. Donner I'expression de P,.(z) qui découle de 1’équilibre hydrostatique.

Comme p, et S, sont constants, P, devrait 1’étre aussi si la loi d’état était statisfaite. Le profil de pression
= —pr g, ce qui entraine P,.(z) = —p, g z + Cste.

4) Ecrire les équations d’évolution d’un fluide parfait dans le cadre de I'approximation de Boussinesq
p~ pret =2 (p pr) ~ v (S—S5,) ennotant (P, S, p) = (P, +p, S, +s, pr+0p) la masse volumique,
la pression totale et I’ entropie.

En utilisant 4= = —p, g, les équations d’évolution sont 2-U +2QAU = 1VP gk=-1 5 (Vp+gdpk),
V-U=0et DS = DS = 0. En utilisant les appr0x1matlons p~ pret =2 (p Pr) ~ Y (S Sy), on peut

écrire 55, U Dy 2(2 A U = ——Vp 4+ s k. Ces équations ne sont sont Vahdes que dans la mesure ou (p, s,dp)
ne sont pas trop “grands”.

5) On considére I’état de base (u, v, w, P, +p, S-+s,p) =1[0,0,0, P, +D(2), S, +3(2),p(z)]. On choisit
désormais p plutdt que dp = p — p, pour exprimer les équations. On suppose connu le profil 5(z).
En déduire les profils p(z) et p(z) en supposant que cet état de base est solution des équations
dans le cadre de 'approximation de Boussinesq. Montrer que cet état ne vérifie pas la loi d’état
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des gaz parfaits.

Dans le cadre de I'appromixation de Boussinesq, la loi d’état est remplacée par la relation S — S, =
—%(p — pr) et la pression P n’est plus qu'un champ déterminé par les équations du mouvement (c’est un
multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’incompressibilité). Le profil de densité p(z) est donné

par la relation 5(z) = —<2 [p(z) — p,] et le profil d’écart de pression p(z) découle des équations & travers

la relation hydrostatique dizﬁ(z) = pr v 3(2).

PC2.2 Relation de dispersion des ondes internes

Les équations de 'approximation de Boussinesq s’écrivent donc

1
V-U=0, t+ QAU pTVp+785 et D1 0

Les variables d’état sont (P, S, p) = [P(2) + p, Sy + s, pr + 0 p] avec p, et S, constants et P,(z) défini

par djz L = —p.g ou g est la gravité locale (® ~ gz). Dans cette approximation, la loi d’état a été
remplacée par la relation dp = —2 5T s.

6) On suppose maintenant que le repere est cartésien avec k = e, et que Q@ = 0, ce qui revient
a s’intéresser a des écoulements pour lesquels les effets de la rotation sont négligeables. On se
donne un état de base,[Pr(z) +P(2), Sy + 3(2),p(2)]. Montrer qu’il vérifie %(2) = prv35(2) et
p(2) = pr — l% 5(z). Ecrire les équations du mouvement linéarisées autour de 1'état de base en

notant (u,v,w, P, +p, S+ s,p) = (u,0,w, P, +D+ D, S +5+ 5,5+ p) Montrer que la fréquence

[ N o . =72 ;. . 72
de Brunt-Viisala N(z), définie par la relation N~ = ~ é—‘li, vérifie la relation N~ = —gp—lrél—'lf(z).
L’état de base étant solution des équations, il vérifie les relations indiquées. La relation entre p(z) et 3(z)
entraine que N = vy % = —g% %. Les équations linéarisées s’écrivent
ou 10p Ov 10p oOw 1 0p -~ Ou Ov oOw s 12
Gu_ _10p O _ _19p 9w _ _19p, o Ou v o®_, . 05_ lmo
ot pr Oz’ Ot pr 0y ot pr 0z oxr Oy 0z ot y
On peut ajouter a ces équations la relation s = _hlﬁ'

7) On suppose que N = Ny est constant et on cherche alors des solutions du systéme linéarisé sous
la forme (u,v,w,p,s) = (u,0,w,p,s)exp(ikx + ily + imz — iwt). Ecrire le systéme linéaire que
vérifient les amplitudes complexe de cette onde plane.

Le systeme linéaire s’écrit
D R oD PP PP
—iwutik — =0, —wv+il— =0, —iww+im——y5=0, ku+Hlv+mw=0 et —NjW—iws=0.
pT pT p"‘ /y

8) En supposant que w # 0, éliminer (4, v, p, §) pour n’obtenir qu’une seule équation en @w. En déduire
2
la relation de dispersion des ondes gravité interne peut s’écrire w? = Ng% avec kg = VkZ + 12
et K = Vk2+12+m2.
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~

On élimine toutzd’abord u et Vet pen écrivant u = %p, U= éﬁ, p = —pr pypw. Lélimination de
S géerit 5 = ZX—OW@ En reportant dans I’équation d’évolution de la vitesse verticale, on obtient alors
”yw d’ott [w?(k% + 12 + m?) — N3(k* +1?)]@w = 0. Le systéme admet des solutions

o~ e~
WW — M =

. . . . 2402 k2 < oo
non nulles si et seulement si la relation de dispersion w? = Ng 2tz = N§ 7 est satisfaite. On peut
; P . . P PP PPN ~ . N2
résumer les éliminations successives en écrivant (u, v, ®,p,s) = @ —k;”—flg, —%, L —pr 755, _’»Y_S)'

9) Montrer que I'on peut toujours ramener cette recherche d’onde plane au cas [ = 0, sans perte de
généralité. On note K = ke, + me,, K = VK2 +m?, ¢, = #K = cosf e, +sinfl e, et ¢g =
—siné e, 4+ cosf e,. Montrer que la relation de dispersion peut s’écrire w = j:No% = £Ny cosd.
Montrer ensuite que le champ de vitesse d’une onde de gravité interne peut s’écrire, dans l’espace
réel, sous la forme Q(m,y, z,t) = Uy, cos(K -z — wt) eg, ou Uy, est un nombre réel quelconque.
Relier le fait que les trajectoires soient paralleles aux plans des phases a l'incompressibilité du
fluide.

Comme le probléme est invariant par rotation des axes horizontaux autour
d’un axe vertical, on peut se ramener au cas [ = 0. Les deux relations de

dispersion w = :I:No% sont équivalentes aux deux relations w = :l:No% =

| W4

+Ngcosf ou 0 varie entre 0 et 27. En changeant l'origine de I’ espace ou m K
du temps on peut se ramener au cas oll W est réel et poser u = — " U L

et w = k2+m2 U, avec U,, réel. Comme v = 0 (puisque [ = 0), on peut x 0 X
écrire Q Uney. La relation V - Uu=>90 entraine que le vecteur U des \ k™
composantes complexes vérifie K - Q = 0, ce qui impose au champ de N

vitesse U d’osciller en restant parallele aux plans de phase. Dans le cas
des ondes internes, les traJectmreS décrivent des segments de droite dans
le plan engendré par le vecteur d’onde K et la verticale.

10) Interpréter physiquement ces oscillations en considérant une particule solide de volume V constant
et de densité p, = p(z«) constante oscillant autour de la position z, et contraintes par le gradient
de pression du fluide a rester dans un plan de phase.

Soit we, + ze, = X(t)(—sinfe, + cosfe,) le mouvement de la par- A7

ticule solide. Son altitude est alors z. + Cft) avec ((t) = X cosf. La _
force de flottabilité est g V[p(z« —|— Q) —plza)]e, ~ Vg32(z)((t)e,. En q rg(rjeligiton
utilisant la définition N§ = gp gz( ), cette poussée d’Archimede est
égale & —Vp, NZCe,. Pour une onde monochromatique la force de

pression Vp = zerxp(zK x — wt) est parallele & K. En projettant
les forces sur la direction ey, la loi fondamentale de la dynamique en- 0

traine donc X (t) = —N@ cos0((t) = —NZ cos®> X (t). On obtient alors X
X(t) = X cos[(Ng cos0)t + @] et ((t) = (m cos{ Ny cosO)t + ¢] avec >
X vitess%

accélération flotabilite

m = (;n cosf. La fréquence Ny cos@ est bien celle de l'oscillation des
ondes.

11) En considérant la relation de dispersion w = Ny % = Ny cos 6, donner 'expression des champs de
pression p(z,y, z,t), d’entropie 5(z,y, z,t) et de masse volumique p(z,y, z,t) dans I’espace réel en
fonction de U,,. Montrer que les ondes (w, K) associées a la relation de dispersion w = — Ny cos 6
peuvent étre vues comme des ondes (—w, —K) associées a la relation de dispersion w = Ny cos 6.
En déduire que 'on peut se limiter a ’étude des w > 0.

~ NG~ ~ ~ .
Comme p = —- K2wets——zﬁw,onap:—m%"gcos(K-g—wt)ets:% m Sin(K -z —wt) et

~ _ Nopr
p_

Un sm(K z — wt). Comme les équations du probleme sont rélles, toute solution de la relation
de dispersion w = Q(K) est telle que —w = Q(—K). On peut donc ne considérer que les w > 0.
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12) Tracer les courbes iso-w de la relation de dispersion w = Q(K) = Ny |cosf| dans le plan (k,m)

en ne considérant que les w > 0 En déduire que la vitesse de groupe c,, définie par c,(K) =

g%e + 8mez, est perpendiculaire & la vitesse de phase ¢ (K) = %gk. Mettre en relation ce

résultat avec la direction des trajectoires.

Comme Q(K) = Ny |cosf| ne dépend pas du module K, les iso-w sont des droites passant par Porigine.
On en déduit que le vitesse de groupe ¢ , qui égale au gradlent de la fonction Q(K) est perpendiculaire
a K et donc a la vitesse de phase Cp- La v1tesse de groupe est donc parallele a la vitesse du fluide. Ceci
est consistant avec le fait que la vitesse de groupe caractérise la vitesse de pr é)agatlon de I'énergie. En

utilisant I'expression du gradient en coordonnées polaires on peut écrire ¢, = g€, + % 57 On en déduit
que ¢, = —20 5in 6 e, pour 0 € [0, 2] U [3Z,27] et Cg = 2o sin 6 ey pour 9 €[z,
m,
W
N1 N7 0
FU\V4 N s e >
21

PC2.3 Application a deux problémes d’émission d’ondes

13) On fait osciller une sphére autour de sa position moyenne avec une pulsation wg. Un faisceau
lumineux traverse l'expérience. Les fluctuations de densité, influant sur I'indice de réfraction de
la lumiere, sont visualisés sur un écran. Expliquer 'existence de la croix de Saint-André observée
sur la figure et relier 'angle de ses branches a wg et Ny. Discuter la forme de cette croix lorsque
wp varie.

=

Seules les ondes de vecteur d’onde K vérifiant wy = Ny| cos 6| sont excitées par Poscillation. Cette équation
sélectionne donc les angles 6y € [0, 5], 2m — 0y, m — 0y et m+ 6. Loin de la sphere (en pratique au bout de
quelques longueurs d’ondes), seules les points de ’espace physique situés le long des droites passant par la
sphere et paralléles aux quatre vitesse de groupe ¢, possibles sont animées d’oscillations dues aux ondes.
Le lieu des points oscﬂlants forme alors une croix de Saint-André faisant un angle 6y avec la verticale.
Pour wgp = 0 on a p = 5 : les particules oscillent infiniment lentement le long de I'axe des . Lorsque
wo augmente, I'angle 0y diminue : les particules oscillent perpendiculairement a K et parallelement a

4+ Propageant ainsi I'énergie dans cette direction. Pour wy = Ny, on a 6y = 0 : les particules oscillent

Sur un axe vertical. Pour wg > Ny, aucune onde n’est observée loin de la sphére : le milieu amortit les
perturbations exponentiellement en fonction de la distance.

14) On considére maintenant que ’écoulement est généré par le déplacement a la vitesse —cpe, d’une
surface rigide ondulée de période Ly = 27 /ky et d’amplitude h,,, c’est-a-dire par une condition
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aux limites de glissement sur la surface mobile d’équation z = h(x,t) = hy, sin[ko(z — ¢ot)]. On
suppose que h,, est suffisament petit pour que ’approximation linéaire reste valide. Décrire les
vecteurs d’onde des ondes de gravité admissibles pour ce probleme en invoquant la stationnarité
de 'onde dans le repere mobile.

Les ondes liées a une surface rigide de forme quelconque sont définies par les relations NO% +cok=0cet
—NO% +c¢o k = 0. En supposant ¢g > 0, seules les ondes vérifiant K = Ny/cp sont émises. Dans le cas d’un

sol mobile périodique, les conditions aux limites imposent que la vitesse au sol soit une fonction périodique
de période L. On doit donc avoir k = +ky , ce qui impose que I'angle 8 est solution de kg = +K cosf

jus

ou encore koco/No = £ cosf. Si on note 6y la solution comprise entre 0 et 5, il y deux vecteurs d’ondes
admissibles de module Ny/co et d’angles 6 = 6y et 6 = 27 — 6.

W

V4
K
AN 8
8 xc,

15) Restreindre encore les vecteurs d’onde admissibles en distinguant les ondes qui “freinent le sol”
de celles qui le “poussent”. Comparer ce résultat avec le direction des vitesses de groupe.

La condition aux limites cinématique entraine que @ = 2 ~ % = ¢o hm, cos[ko(x—cpt)]. On en déduit que
p= —p’f;;s Now = —%pr sin(26‘)% W = —%pT sin(20) Uy cg hy, coslko(z — ¢ot)]. La force exercée par le

fluide sur une parcelle rectangulaire de longueur L en z et D en y est I = D |, o P nds, ou C est la courbe
d’équation z = h(x) sur une période Ly en x, n la normale au sol et s la coordonnée curviligne. Comme

hy, est petit, on peut écrire approximativement I' = D fOLD pndx avecn ~ h'e, + ¢, Comme p est une

fonction périodique en x, on a IF = DfOLOp h dx e, = DfLop wdz e, = —1p, sin(20)52 (co him)? e,
Cette force s’oppose au mouvement seulement lorsque sin(26) < 0. La seule onde émise par le solide mobile
est donc celle dont I'angle est § = 27 — . La vitesse de groupe ¢, associée a cette onde fait un angle
7/2 — 6 avec e,. L’onde est émise uniquement en aval de la traction. Ce résultat est conforme avec le
sens de la vitesse de groupe.




