Chapitre 8

Optimisation sans contrainte

8.1 Introduction

On appelle probleme d’optimisation un probléeme noté :

P : min f(z).

zeC

La fonction f est appelée fonction objectif et ’ensemble C est ’ensemble des contraintes.
Nous nous limitons dans ce cours au cas ol C est un sous-ensemble de R”.

Exercice 8.1 Différence entre dimension infinie et dimension finie sur un exemple. Soit
. T \ n 1
P, : min f(r)=z"z, ouC,={rcR" 21 =7, et |||, <1}
z€Cr CR™ 2

Soit
1

1
1
Poo @ min f(z) —/ 2%, 0t Cop = {x,x est continue et x(0) = =, et / 22 <1}

Etudiez l’ensemble des solutions de P, et Puo.

Preuve 8.1 Démonstration : Le vecteur = (%, 0...0)" est solution de P,. Pour tout =,

on a f(z) > 0.5
B Osité]%,l]
X (t) —{ —Tn(t_l) sit €0, %] ’

n

on a alors limy,_, 1o f(xy) = 0, mais il n'existe pas de fonction continue non nulle pour
laquelle fol x2 = 0. Donc Ps n'admet pas de solution.

|

1l arrive que l'on s’intéresse a l’existence, l'unicité et au calcul de points T qui mini-
misent f sur C, c’est a dire tels que

f(z) < f(x) pour tout = dans C.
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2 Chapitre 8 :  Optimisation sans contrainte

c’est un probleme d’optimisation globale. Dans les cas généraux, nous verrons qu’il est
parfois possible de donner des conditions nécessaires, ou des conditions suffisantes d’op-
timalité, ou méme quelquefois des conditions a la fois nécessaires et suffisantes. Les al-
gorithmes rechercheront des points qui vérifient ces conditions. Le probléeme de moindres
carrés linéaires vu précédemment est un exemple de probléme d’optimisation.

FEzxercice 8.2 Un fabricant de composants électroniques posséde deux types de fabriques :
A et B, notées A;;, 1 < m et Bj, 1 < j < n. Lors de la fabrication, chacun de ces
composants doit tout d’abord passer par une des usines de type A puis par une de type B.
Comme ces usines ne se trouvent pas dans le méme lieu géographique, le fabricant doit
étudier le meilleur moyen pour transporter ces composants a moindre cott des usines A;
vers les usines Bj. Connaissant la matrice des cotts C = [c;ij] ot ¢;j correspond au coit
de transport d’une piéce de l'usine A; vers l'usine Bj, ainsi que le nombre de piéces a;
produites par l'usine A; et le nombre de piéces b; que l'usine B; doit recevoir, formuler
le plan de transport optimal (en terme de coit de transport) sous la forme d’un probléme
d’optimisation. Données m =2, n = 3, [a1, az] = [10,20], [b1,be, bs] = [5,10, 15] et

2 8 7
C‘<345>

Preuve 8.2 Démonstration : Soient les variables de décision suivantes : x;; nombre de
pieces allant de l'usine A; vers lusine Bj avec 1 < i < 2 et 1 < j < 3. Le probleme
d’optimisation s’écrit : Minimiser z = 2x11 + 812 + 7213 + 3z21 + 422 + Hxa3 sous les
contraintes

(211 + 212+ 213 = 10
T21 + T2 + T3 = 20
11 + T21 = 5
T12 + T22 = 10
13 + 23 = 15

[ %115 @125 @135 To1; To2; w23 = 0

g

Ezxercice 8.3 Principe de Fermat. Soient a, b, c trois réels positifs. On suppose que l'on a
deuz milieur My = {(z,y),y > 0} et My = {(x,y),y < 0} et que la vitesse de propagation
d’un rayon lunimeuz est ¢; dans M;. On considére que le rayon se propage en ligne droite
dans chaque milieu et que le rayon suit un trajet de temps global de parcours minimum
(principe de Fermat). Formuler le probléme de la recherche du trajet entre A(0,a) et
B(c,—b) sous la forme d’un probléme d’optimisation. En utilisant une étude de fonction,
montrez que le principe de Fermat se traduit par la loi de Snell
sinay  sinag

C1 C2

Preuve 8.3 Démonstration : Soit X(x¢,0) le point ot le rayon change de milieu. Le

temps de trajet est
1 1
T(x)=—vVa?+ a2+ —+/(c—x)% + b2,

C1 C2
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et xg minimise T'(x). Les minima d’une fonction réelle vérifient T'(x) = 0, ce qui donne

C—x

T
ava?+122 e /lc—x)2 b2

ce qui donne bien la loi de Snell puisque sin(ay) = \/112””72 et sin(ag) = —=—.
+ V(c—z)2+b2

|

Exercice 8.4 Mission : désamorcer une bombe nucléaire sur un yacht. Yacht amarré a 50
meétres du rivage. James Bond se trouve a 100 métres du point le plus proche du yacht sur
la plage. Vitesses : course 18km/h, nage : 10km/h. Temps de désamorage : 30 secondes.
Explosion dans 65 secondes. Formaliser la faisabilité de cette mission sous la forme d’un
probléme d’optimisation.

Preuve 8.4 Démonstration : Le temps de parcours du héros est f(x) = %—1—0.36\/502 + (100 — z)2.
On veut donc que f(x) soit inférieur a 65 — 30 = 35 secondes, ce qui conduit au probléme

min f(x),

sous les contraintes
x>0 et x <100.

Note : f(0) = 40.25, f(100) = 38 mais f(66) = 34.96.

Definition 8.1 Une fonction f est semicontinue inférieurement sur R™ ssi
pour tout o € R, ’ensemble {z, f(x) < a} est fermé .
Une fonction continue est semicontinue inférieurement.

FEzxercice 8.5 Nous supposons que C est fermé et qu’il existe un point de C en lequel f
est finie. Supposons de plus que f est semicontinue inférieurement sur C, et f est coercive
( lim  f(x) =+o0). La fonction f admet un minimum sur C.

lz]| = +oo
xz eC

Preuve 8.5 Démonstration : Faisons la démonstration dans le cas ot f est continue. Soit
zg € C en lequel f est finie. Une conséquence de la coercivité est que il existe o tel que
|lz|| > « entraine f(x) > f(xo). Alors le probléme d’optimisation revient a la minimisation
de la fonction continue f sur le compact K = {x € C, ||z|| < a}. Comme l'image continue
d’un compact est un compact, f(K) est un compact en dimension finie, donc c’est un
fermé borné. Donc le réel infrex f(x) qui appartient & Uadhérence de f(K) appartient a
f(K), ainsi il existe x* € K tel que f(x*) = inf e f(x) < f(x) pour tout x € R™.

|
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Le résultat ci-dessus peut-étre utilisé pour montrer que le probleme d’optimisation de
Uexemple 8.3 admet au moins une solution.

Definition 8.2 Une partie C est dite convexe ssi pour tout (x,3) € C2, et pour tout o €
[0,1], ax+ (1 —a)y € C. Une fonction f définie sur une partie C conveze est une fonction
conveze ssi (x,y) € C?, et pour tout a € [0 ,1] on a f(az+(1—a)y) < af(z)+(1—a)f(y)).
Une fonction f définie sur une partie C convexe est une fonction strictement conveze ssi
(z,y) € C?, x #y, et pour tout a €]0 ,1[ on a f(ax + (1 — a)y) < af(z) + (1 — a)f(y)).

Ezxercice 8.6 Si C est convexe et si f est strictement convexe sur C, alors f admet au
plus un minimum sur C.

Preuve 8.6 Démonstration : Supposons qu’il existe deux minima xo et x1 de f dans C(
i.e. f(xo) = f(z1) < f(x) pour tout x € C). D’apres la stricte convezité de f sur C, on a

Lo I

P4 ) < o) + 5 () = fao),

ce qui est impossible d’apres la définition méme du minimum.

8.2 Rudiments en calcul différentiel

Definition 8.3 Une fonction f définie sur un ouvert O C R™ est dite dérivable (au sens
de Fréchet) en x ssi il existe un vecteur ligne f'(x) tel que

flx+h) = f(z)+ f'(x)h +o(h),

ot Uon a posé o(h) = ||h||e(h), avec limyy o €(h) = 0. Le vecteur colonne f'(x)" s’appelle
gradient de f en x et est noté Vf(x). Notez que cette notion généralise la notion de
dérivabilité d’une fonction de R dans R et que f'(x) ne dépend pas de la norme considérée.

Ezxercice 8.7 Montrez que si f est dérivable en x, alors

1. f est continue en x,

of@) 9@ ¢ gixn

2. [ admet des dérivées partielles en x et f'(x) = | Sar 0 B,

Preuve 8.7 Démonstration : Par définition de la différentiabilité en x, f(x+h) = f(z)+

f(x)h+o(h) donc limp_q f(x+ h) =limy_o f(x) + f(x)h+o(h) = f(z), ce qui est bien

la définition de la continuité. En ce qui concerne les dérivées partielles, posons h = de;,

ot § # 0 et e; est le i-eme vecteur de la base canonique de R™. On a alors en considérant

la norme Euclidienne, f(x+de;) — f(x) = 8- f'(x)e; + 10| - €(de;), c’est a dire, pour § # 0,
)~ fa) 9

1 / Al N — £ .
iy G < o gl = i

On obtient donc %g) = f'(x)e;.
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|

Exercice 8.8 On considére la fonction quadratique définie sur R™ par f(x) = %xTAac —
2Th, o A est carrée et symétrique montrez que V f(x) = Az — b.

Preuve 8.8 Démonstration : On a

1
flet+h) = S@+h)TA@+h) - (w +h)Th
1
= §:UTA:L‘ +Iprap +5 Lo an + hTA:c —(z+h)Tb

= f(z)+ (Az —b)Th+ 5hTAh.

hT Ah IR ]3] Al . hT Ah .
De plus, 0 < IH s L < ”2”2 2 = ||All, ||k|ly, donc 11m||h||2_>0g = 0, ce qui montre

1511
que hT Ah = o(h).

|

Definition 8.4 Une fonction [ est dite deux fois dérivable si chaque dérivée partielle

agg) est dérivable. Une fonction est k fois dérivable si elle est k — 1 fois dérivable et si

les dérivées partielles a l'ordre k — 1 sont dérivables.

Exercice 8.9 (Dérivation d’une composée) Soit f, définie sur un ouvert O C R™, dérivable
en tout x € O. Soit d € R™. On définit localement en x la fonction de la variable réelle t
par ¢ : t @(t) = f(x +td). Montrez que ¢ est dérivable en 0 et que

¢'(0) = Vf(z)'d = Z aml

On suppose chaque composante f!(x) = of () (x) est dérivable en x. Montrez que ¢

est deux fois dérivable en 0 et montrez que

n o n 2 x
gb”(O) _ Zza f( ‘)didj-

Preuve 8.9 Démonstration : En utilisant la définition de la différentiabilité de f en x +
t-d, on trouwve que f(x + (t + dt)d) = f(x + td) + f'(z)(d - 6t) + ||0t - d||e(dt - d) =
f(@) + (f'(x + td)d)dt + |6t|e1 (6t), avec €1(5t) = ||d||e(dt - d) et limg_s0€1(0t) = 0, d’ou

le résultat obtenu en posant t = 0. On applique ce résultat a la fonction ;(t) = %;—td)’

pour obtenir que 1(0) = Z?:l gifa(g dj. On finit en remarquant que ¢'(t) = ., Vi(t)d;,
et donc que ¢"(t) = i, Vi(t)d;

|
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6 Chapitre 8 :  Optimisation sans contrainte

Ezxercice 8.10 Supposons que [ est une fonction définie sur un ouvert convere O et 3
fois continument dérivable en tout x € O. Montrez qu’alors la matrice carrée symétrique

V2f(z) = [g;fégi)] appelée Hessien de f en x, est telle que
i0Tj

Fla+h) = (@) + VH@) R+ SRV )+ ofh?), (81)
ou l'on a posé o(h?) = ||h||%e(h), avec lim )0 €(h) = 0.

Preuve 8.10 Démonstration : Soit h tel que x +h € O. On pose ¢(t) = f(z +th). On a
alors ¢/ (t) = 7y LG R, ¢ (1) = Y0, Y0, i S by = WTV2 f (@ + thh, et
& O f(x +th)
" ( h-h-h .
ZZZ 0x;0x;0x}, g7k

k=1 i=1

D’apreés la formule de Taylor avec reste intégral on a ¢(1) = ¢(0) + ¢'(0) + $¢”(0) +

3 fo 5)2¢" (s)ds, et il reste a montrer que llm“h“%ow = 0. En utili-

sant | equwalence des mormes en dimension finie, on peut travailler avec n’importe quelle
3

norme. Choisissons la norme infinie. Notons tout d’abord que comme h +—» %ﬁ;};) est

3
continue, il existe M et & tel que |%xﬁz)\ < M pour tout h tel que ||h|oo < & (pour

tout i et j). Alors, comme |h;| < ||hlleo, on a |f01(1— 5)2¢" (s)ds| < fo |9 (s)|ds <

4 q - 1— ¢”/ d M 3 h 3
IRl Sy S0y Sy M = MoP|hlf. On a done 0 < UaU=ele" @ o dwlhs,

d’ou le résultat.

|

Ezxercice 8.11 On considére la fonction quadratique définie sur R™ par f(z) = %a:TAx —
xTh, ot A est carrée et symétrique montrez que V2 f(z) = A.

Preuve 8.11 Démonstration : D’aprées Uexercice 8.8, ( ) = (Az—0b); = Z?:l aijx;—Db;.
62
Donc Tchz = a;j.

|

Ezxercice 8.12 (Taylor avec reste intégral) Supposons que f est une fonction définie sur
un ouvert convexe O et 1 fois continiment dérivable sur O. Montrez qu’alors pour tout

ety de O, 1
fy) = flw) + /0 f(z + sy — 2Ty — 2) ds.

Si f est 2 fois continiment dérivable sur O,

Vi) = Vi /v2 (2 + 5y — 2))(y — ) ds.
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7 Chapitre 8 :  Optimisation sans contrainte

Preuve 8.12 Démonstration : 1) Soit ¢ la fonction continiment différentiable sur [0, 1],
o(t) = f(z +t(y — x)). Alors le premier résultat n’est autre que

+ /;0 @' (s)ds

2) Soit ¢; la fonction continiment différentiable sur [0,1], ¢(t) =

0 of(x W ES 2 f(x+s(y—=x
f(y) f()+/0 3 f(z+s(y—x))

Alors 1) s’écrit = 0x;0x;

Of (x + t(y — x))
85[31' '

—x); | ds, ce qui mis
sous forme matricielle donne 2), puisque par définition du Hessien, V2f(x + s(y — x)) =

[Bzf(wﬁ(y*m)) ]
8x¢axj .

|

Definition 8.5 Soit f définie sur un ouvert O C R™ a wvaleurs dans R™. On dit que f
est dérivable (au sens de Fréchet) en x, si chacune des composantes f; est dérivable (au
sens de Fréchet) en x. On a alors

fx+h) = f(x)+ f'(x)h + o(h),

ou Uon a posé f'(x) = [fi(z);...; fm(z)'] € R™*™ ainsi que o(h) = ||h]|e(h) € R™, avec
lim 0 €(h) = 0 € R™. La matrice

0x1 T dxy, V fi(z)"
f'(x) = Dg(x) = : : : = : € R™xn
0 fm(z) 0 fm(x) V fm(z)"
0x1 T Oz

est appelée matrice Jacobienne de f en x.

Ezxercice 8.13 Dérivation d’une composée. Soit f définie sur un ouwvert O C R™, différentiable
en x € O, a valeurs dans R™. Soit g définie sur un ouvert V C R™, différentiable en
f(z) € V, a valeurs dans RP. Alors la fonction x — gof(x) = g(f(z)) définie sur l’ou-
vert O est différentiable en x et vérifie (gof) (z) = ¢'(f(x)) - f'(x), ou f'(x) € R™*"™ et
g'(f(x)) € RP™.

Preuve 8.13 Démonstration : Par définition de la différentiabilité en x de f, on a f(x+
h) = f(@) + f'(x)h + ||hller(h) et

g(f@+h) = g(f@)+f(@)h+|hlle(h))
g(f(@+h) = g(f(x))+g'(f(@)) (f'@)h+||hller(n))
+ [ @h+ |[Rllex(R)|| e2 (f' () + [|hllei (h))
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Posons e3(h) = iy (f'(x)h + ||hller(h)) e2 (f (2)h + |[Bller(R) + o' (f (@) | hlle(h). Alors
0 < es(h) < (If' @)l + llex(R)I) lle2 (f (@) + [|Rllex ()| + [lg"(f (z))er(R)]|. Le membre
droit de cette inégalité tend bien vers 0 lorsque h tend vers 0 par définition de €1 et €.
Ainsi limyp, 0 €3(h) = 0 et

g(f(x+h)) =g(f(2)) + ¢ (f () f'(x)h + o(h).

|

FEzxercice 8.14 Dérivation numérique. Pour une fonction différentiable, nous avons vu
que le calcul de la dérivée se ramene au calcul de dérivées partielles, donc de dérivées de
fonctions ¢ de R dans R. On suppose que ¢ est deuz fois dérivable et que |¢"(x)] < M.
Sur un ordinateur, ’évaluation de ¢ se fait a € pres : a la place de ¢(x), on calcule

d(z) = ¢(z) + 8(x), avec |6(x)| < €. Posons Af(x) = w Montrez que |¢'(x) —
Af(x)| < # + 27, En déduire que un choix “raisonnable” pour h est hg = 2,/3;, pour
lequel |¢'(z) — Aﬁo ()] < 2v Me.

Preuve 8.14 Démonstration : D’aprés le théoréme de Taylor Lagrange, il existe 6, 0 <
0 <1, tel que p(x+h) = ¢(x)+¢'(x)h+ h;qb”(x—l—ﬁh), ce qui montre que |¢'(x) —Afz(x)\ <
Mh/2. Cette erreur est une erreur d’approzimation de la dérivée par une formule de
différence finie. De plus,

5@+ h) @) _ e

L) - A () = 2 -

Cette erreur est une erreur numérique due au calcul de la différence finie sur ordinateur.
On a alors

/(@) ~ AF@)] < 16/ (@)~ AL + A0(@) — Af(x)] < T 42t

Une idée pour choisir h est de minimiser pour h > 0 la borne de l’erreur % +25. La
dérivée vaut % — 235 et s‘annule en h = 2/43, qui est bien le minimum (pour le voir
étudier la fonction h — @ + 2.

8.3 Minimisation locale

Definition 8.6 Soit f une fonction définie sur un ouvert O de R™. Un point T pour lequel
il existe € > 0 tel que

f(Z) < f(z) pour tout z tel que ||z — x| < e

est un minimum local de f.
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FEzxercice 8.15 Si f est différentiable en T et si T est un minimum local f alors
Vf(@) =0. (8.2)

Notez qu’en présence de contraintes, ce résultat ne tient plus (considérer m[in] x).
z€|0,1

Preuve 8.15 Démonstration : Supposons qu’il existe d tel que V f(Z)Td < 0. Soit ¢ : t
f(@ +td), on a alors ¢'(0) = Vf(@)Td < 0. On a alors ¢(t) = $(0) + ¢'(0)t + |t]e(t).
l¢’(0)] _ —¢'(0)

2 2

Comme € tend vers 0 en 0, il existe to tel que sit < tgy, €(t) < . Mais alors,

pour t >0, ¢(t) — ¢(0) < t@ < 0, ce qui contredit que T est un minimum local de f.

|

FEzxercice 8.16 Loi de Snell. En reprenant l’exercice 8.3, montrez que le principe de Fer-
mat se traduit par la loi de Snell

sinay sinas

1 C2

Preuve 8.16 Démonstration : En appliquant exercice 8.5 a T(x), il apparait que la
fonction T(x) admet au moins un minimum global. Ces minima vérifient T'(x) = 0, ce

qui domne
x c—x

avaZ+ 22 co/lc—2)2 + 62

ce qui donne bien la loi de Snell puisque sin(ay) = \/(12”572 et sin(ag) = —=—.
= Voo

Supposons f: O CR"™ = R"™ deux fois dérivable au point T € O.

FEzxercice 8.17 Si T est un minimum local de [ et si f est deux fois différentiable en T,
alors
VF(@) =0 et V2f(T) est semi-définie positive. (8.3)

Considérer min x> pour montrer que (8.3) n’est pas une condition suffisante de minimum
zeR

local.

Preuve 8.17 Démonstration : Pour d € R™ fixé, et ¢ : t — f(T + td), on a ¢'(0) =
ATV f(z), et ¢"(0) = dTV2f(Z)d. Comme 0 est un minimum local de la fonction ¢ (de
la variable réelle t) on a ¢'(0) = 0. Donc ¢(t) = ¢(0) + ¢"(0)t?/2 + t2e(t). Comme
€(t) tend vers 0 en 0, il existe to tel que si 0 < t < to, €(t) < [¢"(0)|/4. Mais alors si
#"(0) < 0, ¢(t) — d(0) = ¢"(0)t?/2 + t2(t) < ¢"(0)t2(1/2 — 1/4) = ¢"(0)t?/2 < 0 pour
tout t < tg. Cela contredit le fait que 0 est un minimum local de ¢. Donc pour tout d,
¢"(0) = dTV2f(z)d > 0.

|
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10 Chapitre 8 :  Optimisation sans contrainte

FEzxercice 8.18 Si [ est deux fois différentiable en T et si
VF(T) =0 et V2f(T) est définie positive, (8.4)
alors T est un minimum local de f.

Preuve 8.18 Démonstration : Raisonnons par 'absurde. On suppose que T n’est pas un
minimum local de f et que Vf(Z) = 0; montrons que V?f(T) n'est pas définie positive.
Si T n'est pas un minimum local de f, il existe une suite (xy) convergeant vers T dont le
terme k est défini ainsi : $k est tel que 0 < ||T — xg|| < 1/k et f(zx) < f(T). Soit alors la
direction normalisée dy, = m ettty = |lzg —Z|| (i.e. xp =T + trdy). Comme ||d|| =1,
dp appartient a un compact et on peut en extraire une sous-suite convergente. Soit d la
limite d’une telle sous-suite notée sans perdre de généralité (dy). Alors 0 > flew)—1@)

7 /2 -
%}g() (V2f(Z)dy, di,) + 2€(ty,), et comme e(t,) — 0 on a par passage a la limite

<V2f(f)d, d) < 0. Cela montre que V2 f(T) n'est pas définie positive.

Ezxercice 8.19 On considére la fonction quadratique définie sur R™ par f(z) = %:I:TAJU —
xzT'b, ot A est carrée et symétrique montrez que si A est symétrique et définie positive,
alors A='b est l'unique minimum de f. Appliquez ce résultat aux moindres carrés linéaires
mingegn ||Az — bl|,, avec rg(A) = n.

Preuve 8.19 Démonstration : Sans passer par les valeurs propres, le probleme min|j;|— T Az
admet au moins une solution Tmin (fonctz'on continue sur un compact). De plus comme A
est symétrique et définie positive, :UmmA:Umm = Omin > 0. Ainsi,

1 x T =x 1
fla) =5l H2H l W—beZ*lell(ammllﬂfll—llbll),

donc lim 3|4 f(7) = +00. La fonction f admet au moins un minimum car f est conti-
nue et coercive. D’aprés les exercices 8.8 et 8.15, la condition nécessaire d’optimialité
s’écrit Vf(x) = Az —b =0, ce qui entraine x = A~'b car A est symétrique et définie posi-
tive, donc inversible. Il est normal que ce minimum vérifie aussi la condition nécessaire du
second ordre de lezercice 8.17 (V2 f(x) = A est semi-définie positive). De plus, il vérifie
la condition suffisante du second ordre de lezercice 8.18 (V2 f(x) = A est définie positive).
On s’intéresse & présent auz moindres carrés linéaires. Alors f(x) = || Az — b||5 = 2T AT Az—
22T ATb+-bTb. Nous avons vu que sitg(A) = n, alors AT A est définie positive (Ker(AT A) =
Ker(A) et formule du rang sur A, n = rg(A) 4+ dim Ker(A), d’on Ker(ATA) = {0}. La
matrice AT A est donc symétrique définie positive). L’exercice montre alors qu’une condi-
tion nécessaire et suffisante d’optimialité est V f(x) = 2(AT Ax — ATb) = 0, et on retrouve
bien ’équation normale AT Az = ATb.

|
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8.4 Algorithmes de minimisation sans contrainte

8.4.1 La méthode de Newton

Cette méthode et ses variantes moins couteuses, forment une des principales classes
de méthode d’optimisation pour les problémes sans contraintes. Cette méthode s’écrit :

Newton’s method

1.  Choose xg

2. For k=0,2, ... Do

3. Compute if V2 f(z) is nonsingular
4

)

Tpy1 =z — V2 (2r) "'V f(21)
EndDo

Quelques remarques sur sa mise en euvre :
— Cette méthode nécessite d’avoir a faire a une fonction deux fois dérivable et a ses
dérivées jusqu’a ’ordre 2.
— Cette méthode nécessite aussi la résolution de systémes linéaires (on ne calcule pas
Uinverse). Cette opération peut étre cotteuse pour des systémes de grande taille.
— Cette méthode jouit de propriétés de convergence locale trés intéressantes comme
nous allons le voir.
Soit z¥ € R™. On considére lapprozimation quadratique de f, fonction deux fois dérivable,
suivante : m(z) = f(zg) + Vf(2p)T (2 — 2x) + 3 (@ — 26)T V2 f(2y) (x — 23). Supposons que
V2f(z) est symétrique et définie positive alors le minimum x* de m(z) vérifie 2% —
zp = —V2f(2p) 'V f(z) d’apres Uevercice 8.19. La méthode de Newton minimise donc
chaque pas ot V2 f(x) est symétrique et définie positive I’approzvimation quadratique de f
de lezercice 8.10. Notez que si V2f(x}) a des valeurs propres négatives, l’approrimation
quadratique n’est pas bornée inférieurement, et le point xx11 peut méme dans certains cas
étre un maximum de m(x) (considérer —(x —x1,)?). Cette situation n’arrive pas si l'on est
suffisamment proche de points vérifiant 8.18. Cela conduit aur conditions dites standart
pour l'algorithme de Newton. Hypothéses standart en © € O, ou O est un ouvert convexe
de R™ :
cl f est deux fois continiment différentiable sur O
c2 x> V2f(x) est Lipschitz continue sur O : ||V2f(y) — V2f(2)|| < vlly — ||
c3 V(@) =0 et V2f(T) est définie positive

Exercice 8.20 Sous les hypothéses standart, il existe 6 > 0 et K > 0, tels que si
IZ — 2ol <6, |T—ap1ll < K||T— 2% Si K6 < 1, (x1) converge vers T. Une telle
convergence est appelée locale quadratique.

Preuve 8.20 Démonstration : 1) En utilisant le Théoréme de Rouché (ou un résultat de
continuité des valeurs propres), il existe un voisinage de T inclus dans O ou V?f(z) est
définie positive. Les fonctions x + |[V2f(x)| et z > |V2f(x)~L|| sont continues dans un
voisinage de T inclus dans O car x v+ V2f(z) est continue, dans O et x V2f(m)71
est continue dans un voisinage de T car V2f(Z) est inversible. Donc il eriste & tel que
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12 Chapitre 8 :  Optimisation sans contrainte

|z —z|| <6 (noté x € B(5)) entraine

IV2F (@)l < 2IV2F@)I| et [V2f(2)7H] < 2IV2F @), et V2 f(x) est définie positive.
(8.5)
Soit xy, € B(6). Alors en utilisant 'ezercice 8.12 on obtient V f (xy,) fo V2f(T + s(xy, — 7)) (g~
T)ds, qui montre que

1Z = zeal| = % — a2+ V2 (@) VI ()| (8.6)
1
= IV f(xp) " <V2f(96k)(w — ) + /O V[ (T + s(zp — T)) (2 — T) dé%-ﬂ)

1
= V() / (V2f( + s(ay — 7)) — V2f(ap)) (o —2) s (88)

IN

2||IV2f (@) / (1— )k — 7|2 = K |7 — 24> (8.9)

51 K5 < 1, ziys € BO) (cor [7— il < Kl — 7l — 7] < Koo 7)) et par
induction si xg € B(0), alors x € B(d) pour tout k. De plus on vérifie aisément que

k
(K©)?

K

|z — x| < , ce qui montre que (xTx) converge vers .

|

Exercice 8.21 (Critére d’arrét) Pour la suite f, =Y ,_, o montrer que la stationarité

de fn (i-e. fni1— fn petit) n'indique pas la convergence. En déduire qu’arréter une méthode
d’optimisation sur |f(xky1) — f(xr)| < € est dangereux. En revanche, sous les conditions
standart, montrez que pour xy suffisamment proche de T, on a

Iz — V@l _ tcond(V2 (@) 7 = an]
1T~ olleond (V27 (@) = [V £zl 7~ ol

En déduire que la norme relative du gradient est un critere d’arrét possible si le Hessien
a Uoptimum est bien conditionné.

Preuve 8.21 Démonstration : La suite f, diverge mais fn+1 — fn tend vers 0. Par les
mémes arguments que pour la prewve de 8.20 on a pour xy, € B(J),

IV f(zi)| = H/VQf(ier s(z — ) (wr — ) ds,|| < 2|V f(@)|[||[Z — 2.
Utilisant lexercice 8.12 on obtient
/(xkz —2)"Vf(T + s(zr — 7)) (wx — T) ds = (x, — 2) V(1) < [lox — TV f ()]

l'inégalité matricielle pour

La matrice V2 f(T + s(zy — T)) étant deﬁme positive dans B(J)
= Amin(A) 272 < 2T Az montre

une matrice A symétrique définie positive 27 z/Amax(A™1)
alors que

o [? 1 _
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En utilisant |[V2f(x) 7Y < 2||V2f(@)7L|, on obtient e |z — |||V f(xk)]]-

2[VEf @)~ =
Finalement, en rassemblant les magjorations et minorations obtenues, on a pour xy € B(J)
% < |IVf(zp)| < 2IV2f@)||||T — x| et la méme inégalité pour zo permet de

conclure.

1l existe des variantes inexactes de la méthode de Newton ot

— le gradient V f(zy) est approzimatif,

~ le Hessien V2 f(x},) est approzimatif,

— la solution du systéeme linéaire V2f(xy)s = Vf(zy) est calculée de maniére ap-

prochée,

dans le but de rendre la méthode moins couteuse en mémoire et en temps de calcul.
Pour toutes ces variantes, des théories de convergence locale existent, qui imposent un
bon contréle des approximations.

8.4.2 Méthodes quasi-Newton

Une facon d’approximer la Hessienne, pour éviter de calculer et de stocker les dérivées
d’ordre 2 est décrite comme suit. Pour une fonction quadratique, il est aisé de montrer que
Vf(z1) — Vf(xa) = V2f(x1)(z1 — 22). Cela indique que la connaissance de deuz vecteurs
distincts x1 et xo et de la différence de gradient associée permet d’obtenir dans le cas
quadratique -ou au voisinage de la solution sous les hypothéses standart, dans les étapes
ultimes de la convergence- de l'information sur la Hessienne V2 f(z). Plus généralement,
on suppose connus, s = 1 — x2 et y = Vf(x1) — Vf(xe), ainsi qu’'une approximation
courante B de la Hessienne. On cherche une nouvelle approrimation B telle que B soit
symétrique et Bs = y. Cela ne suffit pas pour définir de maniére unique E, et on recherche
des B de norme minimale (pour certaines normes) pour forcer l'unicité.

Ezercice 8.22 On recherche une matrice B = B + AB, supposée mieux approcher que
B la Hessienne en xo en considérant le probléme

min |AB| .
AB = ABT
(B+AB)s=y

La solution de ce probléme est donnée par la formule Powell-symmetric-Broyden :

(y — Bs)sT +s(y — Bs)T  sT(y — Bs)ss”

ABy = —
0 sT's (sT's)?

Preuve 8.22 Démonstration : On vérifie aisément que ABps = y — Bs et que ABqy est
symétrique. Soit q1 = s/ ||s|ly. Pour tout AB qui vérifie les contraintes (et en particu-
lier pour ABy), on a ABqy = AByq1 = yH;—fS. sotent q;, i = 2,...n, qui complétent
2
q1 en une base orthonormale de R™. Alors de qiqu = 0 pour i > 1, on tire AByq; =
ABs)Tg T (o
SBBIG — 58T ABg;. Déou, en notant Q = [q1. .- ., qu], [|ABoQ|% = X0, [ABogil|3 <

S§° s
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14 Chapitre 8 :  Optimisation sans contrainte

Yoy HABqZ-Hg = HABQH% . En utilisant le fait que la norme de Frobenius est unitairement
invariante, on obtient ||ABo||p < ||AB||, d’ot le résultat.

|

Exercice 8.23 Soit f une fonction deuz fois continiment dérivable, telle que V2f(x)
est définie positive pour tout x. Soit G = fol V2f(z1 + s(xg — x1))ds. La matrice G
est symétrique définie positive. Soit une matrice symétrique W telle que W? = G. On
s’intéresse au probleme

min |w=taBw |,
AB = ABT
(B+AB)s=y

La solution de ce probleme est donnée par la formule de Davidon-Fletcher-Powell

A~ W= Bl +yly—Bs)T sT(y—Bs)-yy"
’ sTy (sTy)?
Noter qu’alors
T T T
Yys SY vy
B+ABy=(I—-%—|B|(Il— — =.
e ( STy> < STy) Ty

Preuve 8.23 Démonstration : On a d’aprés lexercice 8.12, puisque s = x1 — xo et y =
Vf(x1) = Vf(xa) que Gs = y. De plus G est définie positive (considérer fol ul' V2 f(xy +
s(xe—x1))uds pour tout u de norme 1, et le fait que l’intégrande est continu et strictement
positif). Donc sTy = sTGs > 0. Soit alors W une racine carrée positive de G (en fait elle
est unique). Par changement de variable A = W=TABW ™1, le probléme devient

A AT min Al g -
(WIBW-L 4+ A)Ws =W~y

D’apres Uezercice 8.22 précédent, et en notant que Gs = WWs =y et Ws = Wy, la
solution s’écrit

(Wly —WBW=tWs)sTW + s(W—ly — W=1BW - 1ws)T

A =
0 sTWW s
_STW(Wfly —~WIBWIWs)WssTW
(sTWWs)?
Wl y—Bs)y'Wl+ Wly(y — Bs)TWw—! B s (y — BWs)W ~lyyT W1
B sTy (sTy)? '

En faisant le changement de variable AB = WAW , on obtient le résultat désiré.

|
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Exercice 8.24 Nous avons vu que dans la méthode de Newton, il s’agit se résoudre des
systémes linéaires de la forme V2 f(xy)s = Vf(xy). D’ou Uidée d’approcher V2 f(xy)~"
plutét que V2 f(xy). Montrez que la formule BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno)

T T T
sy YS ss
H+AHy=(I-22VH(1-2-)+2_
At ( yTS> < yTS>+yTS’

est telle que AH est solution de

min IAH],
AH = AHT
(H+AH)y=s

pour une norme || ® || que vous identifierez.

Preuve 8.24 Démonstration : Dans la démonstration de ’exercice 8.23, on a démontré
que si Gs =y, avec G = WW définie positive, alors la mise a jour DFP pour (B4+AB)s =
y est solution du probleme de mise a jour avec la norme HVV*1 ° W*1}|F. On considere
maintenant ’équation (H + AH)y = s. On peut appliquer DFP a ce probleme en notant
que s = G~y (G = WIW ™! est définie positive). La formule BFGS est alors la mise a
jour de DFP correspondant au probleme

min |IWAHW|| .
AH =AHT
(H+AH)y=s

|

Deux principales difficultés sont rapportées dans la littérature sur la méthode de New-
ton pour la minimisation :

1. Son mauvais comportement lorsque le point de départ est loin de la solution sur des
problémes pour lesquels certains Hessiens V2 f(xy,) sont définis positifs.

2. Son mauvais comportement lorsqu’elle rencontre des Hessiens ayant des valeurs
propres négatives ou nulles.

Une amélioration possible pour le probleme 1) est la mise en place de stratégies de re-
cherches linéaires. Le point 2) est souvent appréhendé en utilisant des techniques de région
de confiance.

8.4.3 Globalisation des méthodes de Newton/quasi-Newton

Exercice 8.25 Calculez quelques itérés de la méthode de Newton sur f(x) = —6_12, pour
2o =10"%, 20 =1/2 et 29 = 1.

Preuve 8.25 Démonstration : f(z) = —e ™, f'(z) = 2ze™*", f"(z) = (2 — 4a2)e ",
Alors on a xpy1 = wp—21x1/(2—4a?) = —4a} /(2—4a?). Pour g = 1071, on axy ~ 2-1073
et x9 ~2-1078. Pour xg = 1/2, on a 1 = —1/2 et 13 = 1/2. Pour zo =1, on a x1 ~ 2.3
et g ~ 2.5, x93 ~ 5.4 et f(.rgg) ~ 10713,
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16 Chapitre 8 :  Optimisation sans contrainte

|

Nous voyons dans la suite deux techniques visant a rendre le convergence moins
dépendante du point de départ. Ces deux techniques sont appelées techniques de globa-
lisation, et chercheront a approcher une convergence locale quadratique au voisinage des
solutions de V f(x) = 0. Ces solutions sont appelées points critiques du premier ordre.

Recherche linéaire

Dans cette section, on suppose que la fonction f est deux fois continiment dérivable.

Definition 8.7 Soit x;, € R"™. On dit que di est une direction de descente en xj si
Vf(xk)Tdk < 0.

La terminologie ”direction de descente” s’explique aisément par l’exercice 8.26.

Ezxercice 8.26 Sidy est une direction de descente en xy, alors il existe n > 0 tel que
f(zk + ady) < f(xg) pour tout o €]0, 7).

Preuve 8.26 Démonstration : Soit ¢(t) = f(x), + tdy). Alors ¢'(t) = Vf(xp + tdy) T dy,

donc comme ¢ est continue, et ¢'(0) < 0, il existe un intervalle |0,n] ot ¢'(t) < 0. Alors

pour t dans |0,7], on a f(zr + ady) — f(xg) = fst:o ¢ (s)ds < 0.

|

On envisage alors un premier algorithme de minimisation basé sur des directions de
descente :

Basic linesearch (bad algorithm)

1.  Choose xg

2. For k=0,2, ... Do

3 Compute a descent direction such that V f(xy)Tdk < 0
4. Compute a step such that f(xy + apdi) < f(xk).

5 Update xy41 = xf + apdy.

6. EndDo

Ezxercice 8.27 L’algorithme ci-dessus ne suffit pas pour converger vers un minimum local
de f. Soit f(x) = 22, 29 = 2.

1. On choisit dy, = (—1)F*! et ap =2+ 3 - 271 Vérifier que zp = (—=1)F(1+27F) et
que chaque direction dy, est de descente. Vérifier aussi que la suite ne converge pas,
que f(xps1) < f(zg) et que limg_ 1o f(zr) = 1. Tracer les itérés et vérifier qu’entre
deuz itérés successifs, la décroissance de f est trés petite par rapport au pas |oydy|.

2. On choisit dy, = —1 et ay, = 2~ K1), Vérifier que xj, = 14+27% et que chaque direction
dy est de descente. Vérifier aussi que la suite converge vers 1 (et pas vers 0) que
flxpa1) < f(ag) et que limg_y oo f(zr) = 1. Tracer les itérés et vérifier qu’entre
deux itérés successifs, les pas |aydy| deviennent trés petits par rapport a | f'(zk)dg|.
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Preuve 8.27 Démonstration :
1. Par récurrence, xp41 = x) + apdy, = (—1)F(1 +27F) 4+ (2 + 3 - 27F 1) (—1)kH =
(=1)F1(1 +2=*+D) | Direction de descente : f'(x1)dy = 2(—1)*(14+27F)(=1)F1 <
0. La suite admet —1 et 1 comme points d’accumulation et limy_, 4 f(xg) = 1. De
plus f(zrgr) — flax) = (142772 — (14 27FD)2 <o
2. Par récurrence, Tpy1 = x + apdy = 1 + 2=k _9=k=1 — 1 4 2=+ Direction de
descente : f'(xp)dr, = 2(1 +27%)(=1) <0, et f(app1) — f(zp) <O.

|

Definition 8.8 Soit 81 €]0,1[, B2 €]51, 1], et soit dy, une direction de descente en xy. On
appelle conditions de Wolfe les deuz conditions :

1. f(xk + adg) < f(zk) + fraV f(ag)Tdy (condition de diminution suffisante)

2. Vf(zp + adp)Tdy > BV f(xp)Tdy (condition de progrés suffisant)
Ces deux conditions pallient respectivement les deux types de problémes rencontrés dans
Dexercice 8.27. Si o« — f(x + ady) admet un minimum global, celui-ci vérifie les condi-

tions de Wolfe (mais peut étre trés ou trop cher a calculer a des étapes préliminaires de
convergence).

Preuve 8.28 Démonstration :

1. Dans le cas 1., f(zp+apdy)—f(zr) = (1427812 —(1427%)2 = —27k-1(243.27F"1)
et Vf(xp)Tdy, = —2(1 +27%). Donc la condition de diminution suffisante n'est pas
vérifiée.

2. Dans le cas 2, V f(x + apdp)Tdy, = —2xp11 et Vf(xp)Tdy = —22x, et comme {x}}
tend vers 1, la condition de progres suffisant n’est pas vérifiée.

|

FEzxercice 8.28 Validité des conditions de Wolfe. Soient f : R™ — R une fonction différentiable,
un point y, € R™ et une direction (de descente) dy, € R™ telle que f est bornée inférieurement
dans la direction dj, (c’est-a-dire il existe fy tel que f(xy + ady) > fo pour tout o > 0).

Pour 0 < 81 < 1, il existe n tel que la premiére condition de Wolfe soit vérifiée pour tout

ag, 0 < ag <n. De plus, si 0 < B1 < B2 < 1, il existe o > 0 tel que les deux conditions de
Wolfe soient toutes deux vérifiées.

Preuve 8.29 Démonstration : On s’intéresse auz o > 0 tels que f(z + ady) = f(zr) +
BraV f(xy)Tdy,. Cet ensemble est non vide (car sinon o+ f(xy, + ady) serait en dessous
de o v f(zp) + praV f(ze)Tdy, ce qui est impossible car 0 < B1 < 1 et f est bornée
inférieurement), fermé (image réciproque de {0}) et borné inférieurement. Donc cet en-
semble admet un plus petit élément oy, qui vérifie

fla + onde) = flzx) + Braa V f(zx) di,

donc qui vérifie la premiére condition de Wolfe.
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D’aprés Taylor-Lagrange, appliqué a o — f(xg + ady), entre O et oy, il existe ay tel
que

flag + ardy) = f(xg) + a1V f(zg + Oézdk)Tdk,
En rassemblant les deux résultats, on obtient
Vf (g + aodp) dy = 1V far) de > B2V f (i) dy,

donc ag vérifie la seconde condition de Wolfe. Comme ag < aq, on a f(xg + ady) <
f(x) + PraaV f(zr) T dy et donc ag vérifie la premiére condition de Wolfe est vérifiée.

Descent algorithm with Wolfe linesearch

1. Choose xq

2. For k=0,2, ... Do

3 Compute a descent direction such that V f(xx)Tdk < 0
4. Compute a step such that the Wolfe conditions hold.
)

6

Update x4+1 = ) + apdy.
EndDo

Théoréme 8.9 Supposons de [ soit continument différentiable, bornée inférieurement,
et que son gradient vérifie |V f(x) — Vf(x)|ly < vz —ylly. supposons qu'un algorithme
de descente soit employé tel que chaque pas vérifie les conditions de Wolfe. Alors soit

. - )T
limy s 100 Vf(xr) =0, soit limg_, 4 o0 %’“Ldk =0.

Preuve 8.30 Démonstration : Admise, voir Denis et Schnabel 1996, p.121.
O

Le théoréme ci-dessus indique que si l’angle entre dy, et V f(x)) ne converge pas vers
langle droit, la limite du gradient de l’itéré est 0 (on vérifie asymptotiquement la condi-
tion nécessaire du premier ordre) quel que soit zg. C’est donc un résultat de convergence
globale. Malheureusement cet algorithme peut avoir une convergence tres lente si dy n’est
pas choisi avec soin. Par exemple, le choix d, = —V f(xy) s’avére un trés mauvais choix
si l'algorithme converge vers un point x* tel que cond(V2f(xy)) est grand : la convergence
est linéaire, avec une vitesse de convergence modeste.

Dans le cas d’une convergence vers un point x* tel que V2f(x*) est défini positif
(condition suffisante du second ordre), l’idée consiste alors a préconditionner la recherche
linéaire et a la combiner avec la méthode de Newton qui est localement quadratiquement
convergente, comme le fait l'algorithme ci-dessous. Il est possible de montrer que lorsque
les itérés s’approchent d’une solution qui vérifie les conditions suffisantes d’optimalité au
second ordre, le pas de Newton est accepté et la convergence est quadratique.
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Newton with linesearch

1. Choose xg
2. For k=0,2, ... Do
3. If V2 f () is SPD, compute the Newton step s = —V2f(xy) 'V f(x).
If sV is acceptable (Wolfe) accept it. If not, perform a line search (Wolfe) in direction sV

4. If V2 f(xy) is not SPD, add a perturbation E so that V?f(xy) + E is SPD,
and perform a line search (Wolfe) in direction —(V2f(xx)~! + E)V f(xy)

5. Update xp4+1 = xp + apdy.

6. EndDo

Région de confiance

Definition 8.10 Modéle quadratique. On appelle modéle quadratique de f en xp une
fonction quadratique my(xy + s) telle que my(zr) = f(zr) et Vmg(zr) = Vife(zr). 1l
existe alors une matrice Hy € R™ "™ telle que

(a4 5) = flew) + Vilan) s + 5" Hes.

Definition 8.11 Région de confiance. On appelle région de confiance Euclidienne centrée
en xy, de rayon Ay > 0 la sphére By = i, + {s, ||s]ls < Ax}.

L’idée de l’algorithme de région de confiance et de résoudre approrimativement le probléme

min mg(zE + S).
T +SEBL k( K )

On note xx11 = ) + s le point ainsi obtenu. La condition technique portant sur xpy1
demandée pour les résultats de convergence est la condition dite de décroissante suffisante :

mg(zr) — mi(zk + Sk) > Kmdel| Vmig (k)] 2 min <vagixk)H2’ Ak> , (8.10)

ot Rmde E]Oa 1[ et Bk = ||Hk(m)||2 +1.
FEzxercice 8.29 Le point de Cauchy a:g qui est, par définition, solution de
min mg(x)
t>0
x =z — tVm(xg) € By
vérifie

[V ()2 >
— A .
ﬁk ) Bk

1 .
ma() = muaf) > 5[V o)l min

Preuve 8.31 Démonstration : Posons g, = Vymg(zr). On a myg(zr — tgr) = myg(ty) —
tlgrll® + 5t29¢ Hege-
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20 Chapitre 8 :  Optimisation sans contrainte

1. Supposons gnggk > 0. Alors le minimum de my(xy — tgx) pour t € R est atteint

en t* = llgxl1 > 0.
gF Hegr —
. 3
Premier cas. Supposons d’abord que t*||gx|| = % < Ay, donc xp —t*gi est dans
k H1kYIk

la région de confiance et c’est z. Comme g Hygr < Brllgr|l, on a alors

2 ~ gl Hrgr 2 (g9f Higr)?
_ L gt T llgel®
2g Hrgr — 2 B

[

s . 3
Deuziéeme cas. Supposons maintenant que ﬁiﬂ% > Ayg. Alors gnggk < HQA’“k et

le minimum dans la région de confiance est donc atteint sur la frontiére (faire un
dessin). Alors t*||gi| = Ak et 2 = 1, — Apgy et

1 A 1 AR lgnl® 1

c T
my(zr) —mi(ry) = Apllogrll — 571596 Hrgr = Akllgrl| — 5 = Ay

2. Supposons ngHkgk < 0. Le minimum est a nouveau atteint sur la frontiere de la
région de confiance et puisque —gnggk >0

2

1 A
my(zp) —me(al) = Axllgell — imggfﬁcgk > Agllgrll-

En regroupant les différents sous-cas, on obtient le résultat.

|

Le calcul de zyy1 (donc de sy) est bien moins cher que la résolution du probléme
initial ming f(zx) car
1. my, est une fonction quadratique

2. la décroissance suffisante est obtenue a faible coit, en calculant le point de Cauchy,
et en cherchant éventuellement a diminuer encore my a partir de xkc La méthode
des régions de confiance a donc un rapport étroit avec la recherche linéaire suivant
la direction —V fi(z).

On introduit le ratio de la réduction observée sur f par rapport a la réduction prédite sur

my :
_ Jler) = f(@r)
m(zy) — m(zpi1)

Si py est suffisamment proche de 1, le modele représente la fonction de maniére fiable, on
accepte le pas, et on augmente éventuellement le rayon de la région de confiance. Si py, est
faible, voire négatif, le modéle n’est pas assez fiable, et I'on réduit la région de confiance
(notez que pour Ay suffisamment petit modéle et fonction sont égaux au premier ordre).
Nous sommes en mesure de présenter a présent ’algorithme des régions de confiance :
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21 Chapitre 8 :  Optimisation sans contrainte

Basic trust region algorithm (Conn, Gould, Toint (2000 p.116))
Choose xg, an initial Ag > 0, and constants 0 < < <1l and 0 <~y <y <1
For k=0,2, ... Do

Compute a step sy that sufficiently reduces my, in By, ( 8.10).
f(xr)—f(@p+sk)
m(zy)—m(ze+se)
If pi. > m then define xx4+1 = ) + Sk ; otherwise define 41 = T
Trust region update. Set

Apy1 € [Ag,+oo[  if pp = mg or

Api1 € 728k, Ak] if m < pr <m2 or

Apy1 € 1Ak, A if pr <mi
7. If converged, exit,
8. EndDo

Define py, =

S Sv s oo~

Théoréme 8.12 On suppose que l’algorithme est appliqué a une fonction
— deux fois différentiable,
— bornée inférieurement sur R",
— a Hessien borné (HVQf(x)H2 < Kyfh pour x € R"),
et que les modéles my, sont
— quadratiques,
— ont méme valeur et gradient que f en xy (cohérence au premier ordre)
— ont des Hessien bornés (HVZf(:r)Hz < Kymh pour x € By).
alors pour tout xq, lalgorithme des régions de confiance produit une suite d’itérés telle

que limy 400 V f (2) = 0.
Preuve 8.32 Démonstration : Admise (Conn, Gould, Toint (2000 p.136)).
g

Le théoreme 8.12 montre une maniere aisée d’obtenir un algorithme globalement
convergent : il suffit de choisir V?my(zy) = Hp = 0 € R™™ et de prendre pour itéré
le point de Cauchy. Par contre on obtient alors un algorithme qui converge aussi peu ra-
pidement que celui implantant systématiquement la recherche linéaire dans la direction
—V f(xg). Pour obtenir un algorithme plus performant et approcher la convergence locale
de lalgorithme de Newton, il convient de choisir un pas s qui soit voisin du pas de Newton
dans les étapes ultimes de la convergence.

Ceci est réalisé si l’on utilise pour algorithme de calcul de pas ’algorithme de gradient
conjugué tronqué proposé par Steihaug et Toint et si le Hessien du modéle approche celui
de la fonction. Cet algorithme commence par calculer le point de Cauchy puis poursuit
la minimisation de la quadratique m(xy + s) par la méthode des gradients conjugués, en
s’arrétant au premier itéré sortant de la région de confiance By. On a ainsi minimisé
davantage m(xy + s) que m(xkc), et donc on a, a la fin de cette procédure de gradient
conjugué tronqué, la décroissance suffisante :

C

m(ay) — m(z, + s5) > m(zy) — m(@d) > %Hvxmk(:ﬁk)HQ min (W’W, Ak> .

Bk

Dans le cas ot la convergence a lieu vers un point x* ou le Hessien est défini positif et si
V2mp(x1) ~ V2 fi(zk), le comportement typique de lalgorithme est alors le suivant :
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22 Chapitre 8 :  Optimisation sans contrainte

1. les pas deviennent de plus en plus petits (on converge),

2. comme le modeéle et la fonction sont cohérents au premier ordre, py devient proche
de 1,

3. la région de confiance a un rayon qui augmente,
4. Ualgorithme des gradients conjugués ne rencontre plus le bord de la région de confiance,

5. les gradient conjugués résolvent alors le systeme V2 f(xy)sp + Vf(x) = 0 ce qui
correspond bien a la méthode de Newton, qui a une convergence locale quadratique.

Steihaug Toint Conjugate Gradient algorithm

0. Input parameters : xx, V f(x1), H = V2f(xy). Output : s

1. Compute so =0, go = V f(xx)

2. For k=0,2, ... Do

3. KE = p{Hpk

4 If ki, <0, then

compute o, as the positive root of ||s, + opilly = Ak
Sk+1 = Sk + oxpr and stop.

End If

g =rirg/Ky
6. If |Isk + awpklly > A, then

compute oy, as the positive root of ||s, + opilly = Ak
Sk+1 = Sk + oxpr and stop.
End If

4 Sk41 = Sk + Pk
9. Gk+1 =gk + o Hpy
7. B =g 19k+1/ 9L 9k
8.
9
0

&

Pr+1 = gk+1 + Brpr
if converged then stop

10. EndDo

8.4.4 Globalisation des moindres carrés non-linéaires

Ezxercice 8.30 Fonctionnelle des moindres carrés non linéaires. Soit f définie sur un
ouvert O C R"™, deuz fois différentiable, a valeurs dans R™. On définit la fonction F(x)
des moindres carrés non linéaires par F(z) = 4 | f(2)||3. Montrez que le gradient de F en
z est f'(x)T f(x) = Dp(z)T f(z) et que la matrice Hessienne de F en x est Dy(z)T Dy(x)+
>ty filz) V2 fi(z).

Preuve 8.33 Démonstration : C’onszdemns qb( ) = f( Alors par dérivation d’une
composée, aga(c]> 2fi(x )afi] z) et don EZ: ), ce qui implique
OF (x) 0f1(x) 0 fmn(x)
8.%'1 81‘1 o 61’1 fl(x>
VE@)=| + |= S L | =@ (@) = Dy(w) f(2).
OF (x) of1(z) O fm(x) fon ()
oz, ox, 0z,
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23 Chapitre 8 :  Optimisation sans contrainte

Pour la dérivée seconde, si on note ¥(x) = 2f;(x )8g( ), on a
Zj
2 ) . 2.
0 ¢(x) _ oY(x) _ 28f1(m) Ofi(x) +2fi($)8 fl(x).
axkaxj 8a:k al’k 8xj aTkaxj
afz 8fz ) a2fz(x) .
On a alors axkax] Z . 837] fz(:c)axkaxj. Ce terme est bien le terme (k,l)

de la matrice Dy(x )TDf( )+ > filz )V2 fi(z).

|

Nous avons vu dans [’exercice 8.30 que pour la fonction des moindres carrés non
linéaires, F(z) = 5 ||f(z)|,, le gradient de F en z est f'(z)T f(z) = Dy(z)" f(z) et la
matrice Hessienne de F en x est Dy(z)T Dy(x) + Y| fi(z)V2fi(x). 11 est possible donc
d’utiliser des variantes de la méthode de Newton pour minimiser F(z), en utilisant une
recherche linéaire ou une région de confiance.

On remarque que V2f(x) s’écrit sous la forme d’un terme ne faisant intervenir que
des dérivations (Dy(x)TDys(x)) et un terme faisant intervenir des dérivations d’ordre 2
- fi(x)V2 fi(x) ). 1T est donc tentant d’approcher V2 f(z) par le terme Dy(x)T Dy(z)
pour éviter le calcul de dérivées d’ordre 2. La variante de Newton faisant cette approxi-
mation s’appelle la méthode de Gauss-Newton

(GN) + wipr = ap — (Dplan) Dy () Dy(ar) " Dy(ar) = i — Dy(an)* f(ar):

Cette méthode n’est méme pas toujours localement convergente (il existe des points fixes
répulsifs). En la globalisant par une recherche linéaire ot des régions de confiance on
obtient des méthodes globalement convergentes trés utilisées en pratique.
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