65

Corrections de la série d’exercices n°2

ex 8.1

En régime stationnaire, les grandeurs étudi€es ne varient pas

avec le temps et I’équation précédente devient :

02T (x,y.t 02T (x,y,t
0=af a(;y ) 4 8(5211 )}

o A<0 onpose A= —a’
g(x) = Acosax + Bsinax avec A et B constantes réelles
o A=0 g(zr)= Ax + B avec A et B constantes réelles
o A>0 Onpose\=a’
g(x) = Acosh(az) + Bsinh(ax) avec A et B constantes réelles
Pour la variable y :
o A<0 ,avec A\ = —a? alors h(y) = —Ah"(y) = a®h"(y) et
ona:
h(y) = C cosh(ay) + D sinh(ay), avec C et D constantes réelles
o A=0 h(y)=Cy+ D avec C et D constantes réelles
o A>0 ,avec A = a? alors h(y) = —A\(y) = —a’h"(y) et
ona:
h(y) = C cosay + Dsinay avec C et D constantes réelles

D’ou les solutions générales possibles :
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o A=—a*<0

T(x,y) = {Acos(ax) + Bsin(ax)}{C cosh(ay) + D sinh(ay)}

o A=0

T(z,y) = (Azx + B)(Cy+ D)

o A=a’>0

T(x,y) = {Acosh(ax) + Bsinh(azx)}{C cos(ay) + D sin(ay)}
On utilise les conditions aux limites, ¢’est-a-dire la connaissance
des températures sur les frontieres (4 cotés) du probleme pour dé-

terminer les coefficients.

o A=0
T(z,y) = (Az + B)(Cy+ D)
Pour tout y compris entre 0 et 1, on doit avoir 7(0,y) = B(yC +
D) = 0 donc B=0, ensuite, pour tout y compris entre O et 1,
T(l,y) = A(Cy + D) = 0 donc A=0 et T(x, y)=0 mais alors
la condition T'(x, 1) = T'1 ne peut étre remplie et donc A\ # 0

o A=da*>0
T(x,y) = {Acosh(ax) + Bsinh(azx)}}{C cos(ay) + D sin(ay)}
Alors,Vy € [0,1], T(zx=0,y) = AC cos(ay)+ ADsin(ay) =0
donc A = 0.
Et, Vy € [0, 1],
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T(x =1,y) = Bsinh(a)(C cosh(ay) + D sinh(ay)) = 0

donc Bsinh(a) = 0. La solution a=0 est exclue car A # 0 donc
B=0 et par suite T(x,y)=0 ce qui est exclu par la condition aux
limites en y=1.

2

o A = —a® < 0, reste la seule possibilit¢ de satisfaire les

conditions aux limites du probleme

T(x,y) = {Acos(ax) + Bsin(ax)}{C cosh(ay) + D sinh(ay)}
vy € [0, 1],

T(x=0,y) = AC cosh(ay) + AD sinh(ay) =0

donc A = 0.

Puis, Vy € |0, 1],

T(x =1,y) = Bsin(a){C cosh(ay) + Dsinh(ay)} =0

B=0 redonne la solution nulle qui n’est pas possible, on doit
donc avoir sin(a) = 0 soit @ = nm avec n entier
On utilise ensuite le faitque Vo € [0,1], T(z,0) =0 soit T'(z,0) =
BC'sin(ax) = 0;

On en déduit C=0 et 1l nous reste :
T(z,y) = E,sin(nmx)sinh(nmy)

On a posé BD = E,. Comme cette solution dépend de n, on aura
une famille de solution et par superposition une solution générale

de la forme :
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T(x,y)=>_,— Tulz,y) = > =) Eysin(nrz)sinh(nmy)
Pour identifier les valeurs des F,,, 1l nous faut encore utiliser la

condition sur le dernier bord pour lequel la température est constante

et vaut T1.

Ve e[0,1], T(x,1)=T1=> "7 E,sin(nmrz)sinh(nn)

n=1
En posant £, sin(nw) = F},, onreconnaitdans 71 = » "~ ° F,, sin(nnx)
le développement en série de Fourier de la fonction de x impaire
de période 2 définie sur I’intervalle [0, 1| par f(x) = T1. F,, estle

coefficient de Fourier de cette fonction et 1l vaut donc :

F, = E, sinh(nm) = 22 f;:ol T1sin(nrx)dx

. _ 2T1(1—cos(n))
Soit: FE, = nm sinh(nm)

Finalement

T(z,y) = S "= HLU—ostm) i) (nrra) sinh(nary)

n=1  nmsinh(nn)
Si on calcule cette sé€rie par exemple jusqu’a n=15 on obtient la
figure 3-0.3. Plus on calcule de termes plus le profil s’aplanit du
coté de y=1 avant de redescendre brutalement sur les 3 autres co-

pd

tes.



Température/T1 surla plague

Série calculée jusqu'a n=15 :
1159 =T1 imposée sur ce coté

m5,00E-01-6 D0E-O1

00'65 W 4 00E-01-5 00E-01
04 0 3,00E-01-4 00E-01
%32 [ 2,00E-01-3 00E-01

0.1 m 1,00E-01-2 00E-01
¢0 @ (@ 0.00E+00-1,00E-01

F1G. 3-0.3 — Profil de température stationnaire dans la plaque, série calculée jusqu'n=15
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