(5) ONDES DANS LES SOLIDES ELASTIQUES

Waves in Elastic Solids

HYC31 : Dynamique des ondes
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O. Thual (thual@imft.fr) Ondes dans les solides élastiques HYC31 - Chapitre 5 - 0 1/1



Chapitre 5 : Ondes dans les solides élastiques

Wave Motion

Plan du livre “Wave Motion”
de J. BILLINGHAM et A. C. KING :

© Dérivation des équations du modele

@ Ondes dans un solide élastique infini

© Ondes bi-dimensionnelles dans des solides élastiques semi-infinis
© (Ondes dans des solides élastiques finis)

© (Excitation et propagation des fronts d'ondes élastiques™)
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AU PROGRAMME DU COURS

@ 5.1 Derivation of the Governing Equation

@ 5.2 Waves in an Infinite Elastic Body
@ 5.3 Two-Dimensional Waves in Semi-infinite Elastic Bodies
e 5.3.2 Stress-Free Surface

Pourront aussi étre utilisés pour I'examen :
Les paragraphes 5.3.1 et 5.4.1

Ne sont pas au programme :
Les autres paragraphes
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OBJECTIFS DU CHAPITRE

@ Se remémorer les équations de Navier (ou de Lamé) ]

@ Décomposer en ondes longitudinales et transversales
unidimensionnelles les ondes planes en milieu élastique infini.

@ Présenter les ondes de Rayleigh dans le cas d'un milieu élastique
semi-infini a surface libre.

o Etablir la loi de réflexion d’une onde plane, oblique et longitudinale
sur une surface libre.
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@ - 1 : Dérivation des équations du modele

Fig. 5.1. The deformation of the earth’s surface after an earthquake

O. Thual ( i 5 des dans les solides élastiques HYC31 - Chapitre 5 - 1



Equations de Navier (ou de Lamé)

9%u

P oz = (At u) grad (divu) +pAu.

@ Champ de déplacement : u(x1, x2, x3,t) = (u1, U2, U3)

@ Tenseur des petites déformations (strain tensor) e de composantes :

ej = 5 (uij + 1)
© Loi de Hooke g = Atr(e)/+ 2 e sous forme indicée :
oij = New jj + 2 e avec la convention d'Einstein.

@ Equations de Navier sous forme indicée :

82u,- 8ekk Ge 0 3UJ' 82U,'
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@ - 2 : Ondes dans un solide élastique infini

P 5z = (\+p) grad (divu) + pAu.

1 2d )\ 2
Ad=_28_2 avec d=divu et C1=\/ o
PN cy Ot

1 9%r
Ar = 5., avec r rotu et C =
cy Ot P

O |l suffit de prendre le divergence et le rotationnel de ces équations.

Q@ Pour \=8.6101°Nm=!, 1 =79101°Nmtetp=7800kgm3:
© Ondes de dilatation (primaires) ¢; ~ 5600 m s~!
© Ondes de rotation (secondaires) ¢ ~ 3180 m s~

==

1
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(a) Longitudinal waves
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Fig. 5.2. The effect of the propagation of (a) longitudinal and (b) transverse
waves on an element of elastic material.
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Ondes unidimensionnelles

1 0%d . 1 0%r

Ad—= =22
c? Ot?

2r 102 1
Comme d =0 et S—Xlg = C—g% avec r = (0,0, 52—2) . vitesse ¢p.
On a 012 — 021 — )\%

8X1
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Décomposition d'une onde plane

Onde u=Ae®>XY avec k= (ki ko, ks) et x=(x1,%,x3)

2

solution de = (A+ ) grad (divu) + pAu .

o

Q@ Onapw?A=(A+p)(A k)k+pk?A avec k = ||
@ En utilisant la décomposition A = A, k/| k|| +A, avec A, - k=0:

[pwz—()\+2u)k2]A,,=O N A #0 A//ZQ w==®c k

Il n'existe donc que des ondes longitudinales ou transverses planes 1D ! J
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@ - 3 : Ondes bi-dimensionnelles dans des solides

élastiques semi-infinis

X'\
Direction of propagation E T

7T T

Allenuated hornzontal
displacement

Fig. 5.4. Attenuated surface elastic waves.
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Tracé schématique d'une onde de Rayleigh

Rayleigh Wave

N ] q
griN e ot |
‘ !
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Conditions de surface libre

11 012 013 0
021 O 0923 1] =0 en x =0 avec a=Mtr(e)l +2pue
o31 o032 o033/ \0

@ On suppose u = [u1(x1,x2), t2(x1, x2), 0]
@ Onadonc: oip=p(ui2+ 1) et oo = A(up1 + tr2) + puno
©@ Onadonc wup+uwi=0et A1+ (A+2u)u2=0

ai
Q@ Cas particulier u = [ ap | e/ (ka—wt)tax
0
les conditions aux limites de surface libre en x, = 0 s'écrivent :
aar  + ik as =0
{)\ik a3 + (A+2p)aax=0
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Ondes de Rayleigh

“Pseudo-ondes” transverse A - k = 0 et longitudinale B =i B k

u=Al ik ei(kxl—w t)+axo +B| B ei(kxl—w t)+8 x2

@ Les relations de dispersion w? = c?||k||? et w? = c3||k||*> deviennent :
W? = B(K? — B2) = G3(K? — a?)
@ Conditions aux limites libres en x = 0 conduisent 3 :
(a® + k%) [B2(X +2p) — AK?] + 4k*paB = 0.

© En notant X = wz/(c22k2) et £ = ¢/c1, on montre que :

X3 —8X2 + (24 + 16£2)X = 16(1 — £2).
© La vitesse cg = w/k des ondes de Rayleigh vérifie

=X ou Xp€l0,1]

© On en déduit que la vitesse cr est plus petite que ¢ < ¢.
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Fig. 5.5. A typical seismogram during an earthquake, showing the arrival of the
P(rir ), Stecondary) and Riayleigh) waves. Note that the Rayleigh waves have
the largest amplitude.
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Réflexion d'une onde plane longitudinale en une onde

longitudinale (D comme divergence) et une onde
transversale (R comme rotationnel) sur une surface libre

[

"y ‘l' Al ‘x
Free surface -

Fig. 5.6. The reflection of a dilatational plane wave at a free surface.
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Coefficients de réflexions Ap/A; et Ar/A

. ) sinf; sinfgy sinfg
@ La condition en xo = 0 entraine : = = L

a c (2]
Ap \ sin(26;) + Ar \ cos(20r/) __sin(20))
e = A c1 Al o)) - c1
Ap \ M2p cos(20)) Agr\ i sin(20r,) __ A2 p cos(26;)
A/ C1 A/ 2 - Gil
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