(1) CONCEPTS DE BASE

Basic Ideas

NHC33 : Dynamique des ondes

Olivier THUAL, 8 septembre 2019

Plan du livre “Wave Motion” de J. BILLINGHAM et A. C. KING :

@ un seul paragraphe
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AU PROGRAMME DU COURS

@ Tout le chapitre est au programme.

Pourront aussi étre utilisés pour I'examen :
@ Sans objet

Ne sont pas au programme :
o Néant
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OBJECTIFS DU CHAPITRE

@ Introduire les concepts génériques et les notations pour I'analyse des
ondes dans les systemes physiques, chimiques et biologiques étudiés
dans les chapitres suivants.

o Etudier des exemples typiques d'équations aux dérivées partielles
(EDP) dont les solutions sont des ondes.

@ Présenter la “méthode de la phase stationnaire” et introduire la
notion de vitesse de groupe.
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Equation des ondes 1D et linéaire
18% 0% ;

202 x2

Evolution du déplacement d'une corde tendue.

| A

Principe de superposition
O Si ¢1 et ¢, sont solutions, a; ¢1 + a ¢ I'est aussi.

@ Si ¢(x, t; K) sont des solutions, une nouvelle solution est

/_Z o(x, t; K) dK

Solutions de I'équation des ondes

Q o(x,t) = f(x — ct) + g(x + ct) est solution pour f et g arbitraires.

Q o(x,t) = f(x — ct) : onde progessive se propageant vers la droite.
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Fig. 1.1. A right-propagating travelling wave,
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Onde périodique (ou harmonique)

@ Solution complexe : ¢ = A e (fx—wt)

@ Solution réelle : ¢ = Re [A e’.(kx_"”)}.

Propriétés d'une onde harmonique

© On calcule ¢ = |A] cos(kx —wt+ @) si A= |Ale'?
@ On peut définir :

o le nombre d'onde k (m~1)
o la longueur d'onde A = 27 /k (m)
o la pulsation w (s71)
o la période T =27 /w (s)
o la fréquence f =1/T (Hz)
o I'amplitude |A|

o la vitesse de phase ¢, =w/k =\/T (m/s)

©Q ¢ = A cos(kx —wt) + A cos(k x + w t) = 2A cos(k x) cos(w t)
est une onde stationnaire d'enveloppe 2A cos(kx).

V.
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Fig. 1.2. The various quantities associated with a harmonic wave.
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Equation des ondes 1D et linéaire
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Onde périodique complexe

b= Aei(kx—w t)

A

Relation de dispersion w = w(k)

e ]
(—§+k2)Ae’(kX_wt):0 — w=+ck

Vitesse de phase : ¢,(k) = w(k)/k = *c
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Equation de Korteweg-de-Vries linéarisée

o, ou_ o
ot ox

Modele de propagation des ondes longues en eaux peu profondes.

O La relation de dispersion w = w(k) des ondes harmoniques
u= Aellkx=wt) et .
w = ak + Bk3

@ La vitesse de phase cp(k) = w(k)/k est :
Cp=a+ Bk?

© Les ondes longues sont plus rapides que les ondes courtes.
@ Le systeme est dispersif.
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Equation de Klein-Glordon linéarisée

0%u 26u 5
e~ Vg THu=0

Utilisée en mécanique quantique relativiste et en élasticité.

@ La relation de dispersion w = w(k) est : w = £1/a?k? + (32
@ La superposition de deux ondes de nombre d'onde k et k + 0k :

u= Asin[kx — w(k)t] + A sin[(k + 0k)x — w(k + dk)t]
s'écrit u = 2A cos {;M[x - w’(k)t]} sin{kx — w(k)t} + O(dk)
en utilisant le développement limité :
w(k + 5k) = w(k) + w'(k) 0k + O[(5k)?]

© La vitesse de groupe est donc cg(k) = w’'(k).

V.
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waves with wavenumbers
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Superposition de deux ondes de vecteurs d'ondes proches
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Paquets d'ondes localisés de

0.2 T

I'’équation de Klein-Gordon
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Réponse implusionnelle de |'équation de Klein-Gordon
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Réponse impulsionnelle de |'équation de Klein Gordon

Condition initiale : u(x,0) = ug d(x)

+B%u=0
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Paquet d'ondes

d(x, t) = / A(k) ekl g

—00

O On voit que ¢(x,0) = [*_A(k)e'k*dk.
@ Transformée de Fourier inverse : A(k) = 5= [*0_ ¢(x,0) e~ k¥ dx

© En suivant la trajectoire x = v t de vitesse v constante, on a
S .
QZS _ / A(k) elt[kv—w(k)] dk
—0o
@ La méthode de la phase stationnaire pour t grand, conduit a :

¢ [kov—w(ko)] 21\ izt o)}
~ Alkn) e ov—w(ko - e zsemw 0
¢~ Alko) (t|w (ko)\)

ol ko est solution de v = w'(ko) = ¢z (ko).

v
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Méthode de la phase stationnaire
1) = / £(5)ePE() ds

— 00

On montre que, pour A > 1

e [ 27\ st o)}
I(X) ~ f(sp)e' &\ - gl ¢°EIE {20
)~ (=) <r|g (so)|)

ol sy est le point stationnaire, supposé ici unique, tel que g’(sp) = 0.

© Application au cas t > 1 pour le suivi du paquet d'ondes :

o) = /OO A(k) et vkl g

—00

 t [kov—cw(ko)] 21 \Y? izt (ko))
~ Alkn) e ov—w(ko - e iaseniw (ko
(ko) <t|w (ko)|)
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Réponse impulsionnelle : équation de KdV linéaire

KdV lineaire
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Réponse implusionnelle de |'équation de KdV linéaire

KdV lineaire
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KdV lineaire




CONCLUSION

@ Notions de base sur les ondes.

@ Vitesse de groupe illustrée avec une paire d'ondes de longueurs
d'ondes proches.

@ Vitesse de groupe illustrée avec un paquet d'ondes quelconque
(méthode de la phase stationnaire).

o La vitesse de groupe décrit la propagation de |'enveloppe d'un paquet
d’'ondes et donc de son énergie.

v
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