EXAMEN 2021-2022, MMC, O. Thual, 11/11/2021 1

Durée de l’examen : 1h45. Seul document autorisé : le formulaire. Calculatrices interdites.

EXERCICE 0.1 Questions courtes

Algebre linéaire et tenseurs

Soit U(z) un champ de vecteurs et g(z) un champ de matrices symétriques. On note K(z) =
grad U(z) le champ de gradient, D(x) sa partie symétrique et Q(x) sa partie antisymétrique.

1) Exprimer o : { en utilisant la convention d’Einstein. En déduire que g : K = g : D.
2) Montrer que div o - U —div (¢ -U) = C g : D ou C est une constant que l'on exprimera.
Hypothése du continu

On considere le champ de température T'(x,y, z,t) d’un milieu continu compris en deux plaques
planes d’équations respectives z = 0 et z = [. On suppose qu’il n’y pas de source de chaleur a
Iintérieur du milieu, que le température en z = [ est maintenue fixe a une valeur Ty = 20° C
et que la plaque en z = 0 est isolante.

3) Vers quel état d’équilibre converge le champ de température ?

Petites et grandes déformations

On considere la déformation X (a) = (a; + kna3)e; + ases + (az +nas) e; ou k et n sont des
constantes. On suppose que n < 1.

4) Exprimer les tenseurs de petites déformations €(a).

5) On considere le petit vecteur da = dl (e; + e3) autour du point a = es/k. Calculer son
alongement relatif (||dz|| — ||dal|)/||dal o dz est 'image de da par la déformation.

Tenseur des contraintes

On considere un corps de volume V', contenu dans le domaine D, en équilibre dans un fluide
au repos de pression p = p, — [z ou z est la coordonnée verticale et p, et 5 des constantes.

6) Exprimer les tenseur de contraintes og(z,v, 2).

7) Calculer la résultante des forces de contact exercées par le fluide sur la frontiere 0D dans
le cas ol p, = 10° Pa, 3 =10 Nm ™3 et V =1 m?.

Equations de Lamé

On considere le champ de déplacements {(a) = kna3 e, +nazes ou k et n sont des constantes.
On suppose que n < 1. On note A et i les coefficients de Lamé d’un solide de volume V' soumis
a cette petite déformation.

8) Calculer la résultante des forces de contact exercées sur la frontiere 0D dans le cas A =
210° Pa, p=10°Pa, n =102 k=1m et V =1m3
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EXERCICE 0.2| Minimisation de la puissance Poiseuille - Couette

La microfluidique s’intéresse a la dynamique des fluides dans des domaines de petites tailles.
Certains procédés permettent de les mettre en mouvement a ’aide de forces électriques. On
cherche ici a minimiser ’énergie nécessaire pour imposer un débit donné a un tel écoulement.

On suppose que le fluide est newtonien de coefficient de Lamé A, et pu,. L’écoulement est
stationnaire, de masse volumique py constante et de vitesse U = U(z) e,. On note p(z,y, z) le
champ de pression. La vitesse est nulle sur la plaque d’équation z = —[ et une force de surface
T, = —pye, + F e, constante impose une vitesse U, e, sur la plaque d’équation z = [ (figure 1).
Le fluide est soumis a une force extérieure de volume constante f(z) = fe,. Cette pompe
microfluidique étant embarquée dans un satellite, les forces de gravité sont nulles.
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FIGURE 1 — Ecoulement entrainé par des forces électriques volumiques (f) et surfaciques (F).

9) Montrer que les hypotheses sont compatibles avec 1’équation de conservation de la masse.
10) Expliciter les composantes du champ d’ acceleratlon puls calculer leurs valeurs.

11) Ecrire la loi de conservation de la quantité de mouvement en projection sur les axes.

13) Montrer que U”(z) = —2 3 ou [ est une constante que 'on explicitera.

14) En déduire que U(2) = U, ¢, (3) + Uede () avec ¢,() = 1= ¢% et ¢c(¢) = (1 + ().
Expliciter les constantes U, et U, en fonction de 3, [ et U..

)
)
)
12) On suppose que grad p - e, = 0. En déduire que p = pg ol py est une constante.
)
)

15) On note V = ; I, U(2) dz la vitesse débitante. Calculer sa valeur dans le cas U, = 0.

16) Calculer la valeur de la vitesse débitante dans le cas U, = 0.

17) On note désormais U(z) = 2V, ¢p( ) + 2V, ¢, (7) Montrer que V- = Cy (V, + V.) et
f=3Cyu, V,/I? ou Cy et 02 sont des constantes que 1’on explicitera.

18) Montrer que le tenseur des contraintes s’écrit ¢ = —po L + C3U'(2)(e, ® e, + €. @ e,) on
Cj5 est une constante que 1'on explicitera. En déduire que py = p;.

19) En déduire aussi que F' = Cy pu,, (Ve — 3V},)/l ot Cy est une constante que l'on explicitera.
20) Que représentent Pp = FU,, Py = filfU(z) dz et P = Pp + P;? Quelles sont leurs
unités ? Montrer que P = C5 (3V;? + V,?) ot C est une constante que I'on explicitera.

21) Justifier que P = — fil Tine A2z avec T = —fi, [U'(2)]? et vérifier cette égalité.
22) Comment choisir V,,/V, pour minimiser I'énergie a débit V' fixé?

)

)
23) Exprimer alors Pp, Py et P en fonction de p,, [ et V pour ce choix optimal ?
24) Comparer cette valeur P = P,, avec celles obtenues pour V,, = 0 puis pour V, = 0.
)

25) Dessiner le profil de vitesse pour P = F,,. Cet optimum énergétique est-il réalisable ?
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Corrigé| Questions courtes

Algebre linéaire et tenseurs

1)On o : Q =0 = —0;;Q; = =0 = —g : Q, donc ¢ : 2 = 0. On en déduit

g K=0:(D+Q)=0: D2)OnaA dive-U a"’“U et B=div (g- Q)—a(%;]j):
60” U + 0 045 8;]] = %(;llk U + Ok d . Comme Okl = O, O A A—B= — Ok Kk:l avec Kkl %g];
On en déduit A — B = —0: K= —Q.Q. Donc C' = —1.

Hypothese du continu

3)L’équation de la chaleur avec % = 0 et r = 0 conduit a AT = 0. La géométrie impose

Z = % = 0. On a donc T"(z) = 0 avec les conditions aux limites 7°(0) = 0 et 7"(l) = 0. La

seule solution est T = Ty,
Petites et grandes déformations

4)Comme &(a) = kna3e; + nages, on a H(a) = 2knaze; ® e5 + ne; @ ey et donc ea) =
knas(e;®es+es®ey)+nes@es. 5)Comme a = e3/k, onae(a) =1 (e, es+es@e;)+nes@es.
L’allongement relatif est A =2 da - € da/da® = 3.

Tenseur des contraintes

6)Ona g = (—pa+pF2) L. T)ON & Feyoons (D) = [Jop g-ndS = [[[pdive d®z = [[[p e, d’x =
BVe,=10%e, N.

Equations de Lamé

8)Comme €(a) = knas(e, @e3+e3®e)) +nes®@esz,ona g=Atrel +2pe=Anle; ®e, +
e ®ey) +(A+2u)ne;®es+2knaz(e; ®ez +e3®ep). On a Foyeont(D) = [op g -ndS =
Jpdivad®s = [[fp2pkne, s =2pknVe, =210"¢, N.

Corrigé| Minimisation de la puissance Poiseuille - Couette

9)La loi de conservation de la masse % + pdiv U = 0 est vérifiée car fl—f = 8” +U 6” =
et div U = a—U = 0. 10)Les Composantes de ¢ cT? sont ‘C%‘ = 8“ + ua“ + 1)8“ + wgz, 2—: =
o a a 0 d _ 0 0 0 o

S tug, tuvg twg et =G +ug —I—vaZ’ + w 5. Ces douze termes sont nuls et
donc Ufg 0. 11)Les composantes de la loi de conservation de la quantité de mouvement
00 %—% = —grad p + f 4+ (A + ) grad (div U) + pp, AU s’écrivent 0 = —% + f+ u,U"(2),
0=—-% Let 0= —%. 12)Comme grad p-e, = ap =0et 8p = gp = 0, la pression p est constante.

oy z

13)On alU"(z)=—f/pndouf = f/(2 ). 14)En intégrant deux fois U” = =25, ona U(z) =
—B 2%+ A z+B ol A et B sont des constantes. Les conditions aux limites U(—{) = 0 et U(l) = U,
conduisent & A = U,./(21) et B = U,./2+[1?. On en déduit U, = §1? et U, = U,. 15)Dans le cas
U(z)=2U.(1+2z/l),onaV =Y [1(1+()d¢ = LU. 16)Dans le cas U(z) = U, [1 — (z/1)?],
omaV =% (1-¢2)d¢=2U, 17)OnaV: LBV (1= ¢ + 2Vl + Q)] dC =V, + Ve
Comme U, = S1* = flz/(Q,un) et Uy=3V, ona f= 3“" V,. Donc C; = Cy = 1. 18)Comme
D=3 1 U’( Ve, ®e. +e. ®e,)et a=—pol+2p,D, on a 03 {in,. Par définition du tenseur
des Constrainte og-e, =T, en z = [. En projettant sur e,, on obtient py = p;. 19)Comme
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Il = 2(55721/;1) te, = —pie, + :U’nU,a)Q:m Il = FQ:JC et U,(Z) = %(‘/C - 3%%)? on a F =
£ (V. =3V,). On a donc Oy = 1. 20)La puissance des forces de contact T, = I’ e, exercées sur
une surface A d’aire A est A Pr avec Pr = F U,. La puissance des forces extérieures de volume
exercées sur un domaine D = A x [—1,[] est A Py. L'unité des puissances surfaciques des forces
de contact Pr et des forces de volumes P est le W.m™2. Comme U, = U, et U, = 2V,, a
Pp = FU, = %(V.=3V,) 2Vo) = 5 (2V2 = 6V, Vo). Comme V = 3; [L,U(2)dz = V, + V.
et f =242V, ona P = L fU(R)Ydz = f(2LV) = Ee(6V? +6V,V.). On en déduit que
p = %= (3 VZ?+V?2). Dout C5 = 2p,/l. 21)La puissance des forces intérieures de contact

dans le domaine D est A P,,; avec Py, = fil Ting dz et Ty = —o : D. La loi de conservation
de I'énergie totale entraine que Py + P = 0 ou P = Pp + Py est la somme des puissances
surfaciques extérieures. On vérifie que T = —0 : D = —pu, [U'(2)]* a l'aide des expressions de

Det g =2p, D. Comme U'(2) = (Ve =3V, z/l) et [U'(2)]> = 5OV 22 /12 =6V, V. 2/l+V?),
on retrouve P = — Py = p, [1[U'(2)]?dz = 222 (3V2 + V2). 22)En reportant V, = V —V,,
dans l'expression de G(V.) = P/C5 =3V} + V2 =3(V —V,)? + V2, on cherche & minimiser la
fonction G(V.) en annulant sa dérivée G'(V,) =6 (V —V,) +2V, =23V —4V,). L’équation
G'(V.) = 0 conduit & V., = 3V et donc V, = 1 V. On a donc V,,/V, = 1/3. 23)Pour V,, = V/4 et
V. = 3V/4, les puissances sont alors Pr =0 et P = Py =3 ,, V?/1. 24)Si V. = 0, la puissance
pour générer un écoulement de Poiseuille U(z) = 3V ¢, (%) est P, =6u, V?/I.SiV, =0, la
puissance pour générer un écoulement de Couette U(z) =2V ¢, (%) est P, =2u, V?/l. On a
donc P, /P. = 3/4 = 0,75 et P,,;/P, = 1/4 = 0,25. 25)Pour V,, = V/4 et V. = 3V/4, on a
U(z) = 2V(3+2(—(?) avec ¢ = z/l. On vérifie que U'(l) = 0, ce qui est cohérent avec F' =0
et Pp = 0. Le profil U(z) est une parabole (figure 2) avec U(=1) =0, U'(l) =0et U(l) = 2V
ouV = % fil U(z)dz est la vitesse débitante. En pratique, le choix d’'une force F' = 0 sur la
plaque en z = [ rétablirait une condition d’adhérence a la paroi, et donc un écoulement de
Poiseuille U(z) = %V ¢p(¢) avec P =4 P,,;, donc quatre fois la puissance optimale. Une force
électrique F' positive tres faible mais non nulle permet donc d’atteindre I'optimum énergétique,
en réduisant la dépense d’énergie d’un facteur quatre.
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FIGURE 2 — Profil de vitesse U(z) pour I'optimum énergétique. Comme U’(l) =0, on a F' = 0.



