Formulaire du cours

Instabilités hydrodynamiques

Olivier THUAL, 21 octobre 2022

L’usage de ce formulaire est autorisé pour les examens de session 1 ou de
session 2 du cours “Instabilités hydrodynamiques”.

Ce formulaire est associé au polycopié de cours que l'on peut consulter sur
Moodle et le site https://www.olivier-thual.fr/221021

Instabilité de Kelvin-Helmoltz

Equation d’Euler

Les équations d’Euler avec conditions aux limites considérées s’écrivent :

oU 1
divU, =0 et —2+U, gradU,=——gradps—ge, .
P2

ot
ou 1
divU, =0 et B;tlJrQl-g@dQl:——lg@dpl—ggz,
lim Uy-e, =0 et U;-e,=0 pour z=—h,,
8 Z—00 a
a—?+Q2-g@dn=w2, £+Q1'gr@d77=w1 et p1r=p2.

Linéarisation autour d’un équilibre cisaillé

En supposant que U, = Uz e, +grad ¢o et U; = grad ¢; avec ¢; et ¢ petits,
le systéme linéarisé s’écrit :

o 02 o) o ol
P2 = pr 02<at+Uzax+gZ> et p1=pr p1<at+gz ;
Apy=0 et A¢p; =0,

lim grad ¢o =0 et %:Oenz:—m7
z

Z—+00
. (0 0 _ O¢o on _ 0¢1
en2—0.<8t+U28$ 77—57 ot~ o2

0 0 0
et p2 [(m+U28x> ¢2+977} =M (;;1+977) .




2 O. Thual, 21 octobre 2022

Solutions complexes

Le probléme étant invariant par translations en temps et en espace dans les
directions horizontales, on cherche des solutions complexes sous la forme :

(¢2.1m, 1) = [@2(2), M, Py (2)] eFx THFvUHSE avec s =0 —jw .

L’écoulement de base est instable s’il existe des solutions dont le taux de crois-
sance temporel o est positif. Dans le cas ot ¢ = 0, on obtient des ondes de

pulsation w. En notant k = | /k2 + k; Le probléme & résoudre est :

Py k2 Py=0 et B —k*P; =0 avec
(s 4 i ke U2)im = ®5(0) et s nm = P1(0),
p2[(s +iky U2) @2(0) + g mm] = p1[sP1(0) +gnm] ,
li_)m ®L(z) =0 et ®)(—h,)=0.

Relation de dispersion généralisée

Comme ®(z) = P9, e ¥% et O1(2) = Py, coshlk (z + hy)], les amplitudes
complexes P9, et Py, vérifient le systéme d’équations :

(s 4+ iky Ua)ny = —Pop, k et $ N, = P1py k sinh(k h,.) ,
p2 (8 + i ky Uz) Pom + g 1m] = p1 [ @1y cosh(k hr);' 9 M)

. S
= P2 [gk—(8+kaU2)2:| = P1 [gk+’m11(l§fl)] .

Instabilité de Kelvin-Helmoltz

Dans le cas kh, — oo de la profondeur infinie, I’équation de dispersion s’écrit :

p2[gk — (s +iky Us)?] = p1 (gk + 57)
= Instabilité ssi g /k2 + k2 (pf - pg) <Ek2pip U3 .
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Instabilité de Rayleigh-Bénard

Equations du modéle de convection thermique

Les équations de Navier-Stokes dans 'approximation de Boussinesq avec condi-
tions aux limites s’écrivent :

dU 1
divU =0, ;:——gr@dp—ﬁggz—i—uAQ,
dt Pr T
dT
L1 —ar-1), — =K AT,
Pr dt
T=T, enz=0 et T="1T5 enz=d,
w=0 et 21:22220 enz=0etz=4d.

Etat conductif

En notant T'(z,t) = Te(2) + 0(z,t) et p(x,t) = pe(z) + pr (2, t), ot Te(2) =
T —% zetpe(z)=pr—prgz+prag(Th—T,)z—prag Tg;dT? 2% désignent
I'état conductif (stationnaire), le modeéle s’écrit :

divU =0, %(ZJrU-gradU = —grad I+ agfe, + v AU,
T —T
%—G—Q-g@dﬂ = -1 2w+ K A0
ou v
=0, w=0 et &—%—0 enz=0etz=d.

Adimensionalisation des équations

Le choix des unités de longueur [L] = d, de temps [7] = d?/x et de température
[0] = T} — T» conduit aux équations :

div,U* =0, aai +U" -grad, U" = —grad , II" + RP 6" e, + PAU",
0*
gt* +U" -grad, 0" = w* + A, 0",
=0, w'=0 et 8u:8v =0 enz*=0et 2*=1
e oz*  0z*
T —T:
avec R=2Y (y:; 2) (Rayleigh) et P = % (Prandtl) .
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Linéarisation des équations

En supposant que les perturbations U, 6 et II sont petites, les équations linéa-
risées s’écrivent :

divU=0, %—%:—g@dH—I—RPHQZ—I—PAQ, 6—f:w+A9,
avec =0, w=0 et @:@:0 enz=0etz=1.
0z 0z

Hypothése bidimensionnelle

Dans le cas bidimensionnel, I'introduction d’une fonction de courant i telle

que u = —g—f et w= g—f conduit, aprés élimination de la pression, au systéme :
0 a0 00 o
—AYp=RP — + PA? — = +A0
ot ‘Z’a o+ 82¢’ ot~ or o
avec 60=0, a—qi:() et a—;f:() enz=0etz=1.

Solutions sans conditions aux limites

En l'absence de conditions aux limites, les équations linéaires et & coefficients
constants sont invariantes par translations en espace et en temps, ce qui permet
la recherche de solutions complexes et I'expression de relation de dispersion
généralisée :

(1,0) = (Y, Om)exp [i(kzx + ky2) + st]

Ym\  [(—Pk* —RPiky/k*\ (¥m
— 8<9m “\ ik, 2 O
— 2+ s(P+1)k*+Pk'—RPE}/K*=0.

Solutions avec conditions aux limites

La superposition des deux modes de vecteurs d’ondes k, = kye, + nme, et
k_ = kye, — nme,, damplitudes opposées mais de méme valeur propre s,
permet de construire les solutions réelles :

0(z,2,t) = B cos(kyx)sin(nmz)est,
s+ k2 . . st
Y(x,z,t) = ? B sin(ky ) sin(nmz)e®" .

xT

En choisissant n entier, cette solution vérifie les conditions aux limites ¢ (x, 0,t) =
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G, 1,8) =0 et 2Y(2,0,t) = T4 (x,1,1).

Seuil de convection thermique

La condition d’instablité R > R.(ks, k,) = k%/k? conduit & la recherche du
minimum de Ry (k;) = (k2+72)3/k2 pour n = 1 et donc au seuil de I'instabilité
décrit par :

27 7t

~ 65T et ko= = ~2,2.

R. =
V2

Linéarisation autour de I’équilibre

Bifurcation fourche

Le systéme dynamique réel suivant décrit, de maniére générique, l'instabilité
stationnaire d’un équilibre par brisure d’une symétrie :

X=FX)=pX+aX?,

La stabilité des équilibres X, tels que F'(X.) = 0, est obtenue en examinant le
signe de la dérivée de F : stable pour F'(X,.) < 0, instable sinon. La bifurcation
fourche est supercritique pour o < 0 et sous-critique pour o > 0.

Bifurcations d’un équilibre stable

La stabilité des équilibres X, des systémes dynamiques autonomes de la forme :

X = F(X) = X; = Fy(Xy,..,X,) pour i=1,2,...n

est obtenue en examinant les valeurs propres de la jacobienne DF(X ) de F en
X, . Si les parties réelles de toutes les valeurs propres sont négatives, I’équilibre
est stable. Il est instable sinon, avec une bifurcation stationnaire si une valeur
propre réelle devient positive, ou une bifurcation oscillatoire si une paire de
valeurs propres complexes conjugées traverse 'axe des imaginaires purs.

Systéme dynamique dérivant d’un potentiel

Les systémes dérivant d’un potentiel V' s’écrivent :

i+ V' (1) =0 < {g _ _VIZ((D — X = <§;> = <—V3%(1)> .

Les équilibres X, = (g.,0) sont obtenus pour ¢. extremum de V(q) et sont
stables si V"(ge) > 0 (mlmmum du potentiel) ou instables sinon (maximum).
La quantité E(t) = 3 p(t)> + V[q(t)] ne varie pas dans le temps.
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Systémes dynamiques hamiltoniens

Les sytémes dynamiques hamiltoniens sont de la forme suivante, pour un choix
quelconque d’une fonction dérivable H(q,p) avec g € IR" et p € IR" :

. 8H( ) " A OH( ) 1
;. — (§ ; — — our 1 = N
Q1 apl Qa}j pl aql gvﬂ p I )

Ils sont conservatifs car div F, ou F est définie par X = F (X) avec X = (¢,p)-
La quantité E(t) = H[q(t), p(t)] ne varie pas dans le temps. Les sytémes déri-
vant d’un potentiel sont hamiltoniens avec H(q,p) = % p? +V(q).

Bifurcation de Hopf

Le systéme dynamique complexe suivant d’écrit, de maniére générique, 'insta-
bilité oscillatoire d’un équilibre :

A= (u+iw) A+ (a+ip) |APA.

En posant A(t) = p(t) exp[i 8(¢)] avec p(t) > 0, on se rameéne & une bifurcation
fourche pour p.

Equations aux dérivées partielles

La stabilité de u = 0 pour le modéle linéaire, réel, a coefficients constants

ou N ou N Pu N 9%u N o*u
ot Moy T W gy THOUT 2 g THE G

s'obtient en cherchant des solutions de la forme u(z,t) = aelk12+ot=ivt T4

relation de dispersion généralisée s’écrit alors :

U:E(kl):,uo—ugkf—l—puk% et w:Q(kl):alkl—agk‘;’.

Calcul de stabilité dans le cas général

La stabilité d’'un équilibre U(z,t) € IR™ pour un systéme d’équations aux
dérivées partielles génerale %—% = F(U) avec z € IR? (par exemple), s’obtient

en résolvant le modéle linéarisé suivant pour les petites perturbation U(z,t) :

auw (9 9 I\ ~
at—L<azl’ax2’am3>U

Si le modéle est invariant par translation dans le temps et dans l’espace,
les coeflicients des polynémes L;j (£1,&2,&3) dont est composée la matrice L
sont constants. On peut alors chercher des solutions complexes sous la forme
Uz, t) = Up ¢ etE2tst Le signe de la partie réelle des valeurs propres s dé-
termine la stabilité de I'équilibre.



