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|EXERCICE 1.4| Modeles de I’équation de Burgers

On considere le modele décrit par la fonction u(z,t) continue ou discontinue tel que pour
pour tout intervalle fixe [x1, z2] on puisse écrire
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1) Ecrire le bilan local et Péquation de saut découlant de ce modele.

2) Calculer la vitesse w(t) = @.(t) d’'un choc séparant une région uniforme u(zx,t) = u;
pour z < x.(t) d'une région uniforme u(z,t) = ug pour x > z.(t).

3) Répondre aux deux questions précédentes en considérant le nouveau modele régi par
I’équation % f;’f u? dx + % [u?’]i? = 0. On suppose ici que uj + ug # 0.

4) Comparer les deux modeles précédents.

On considere un troisieme modele tel que pour tout intervalle mobile [z1(¢), z2(t)] vérifiant
z1(t) = uf[z1(t),t] et £2(t) = ulxa(t),t] on puisse écrire
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5) Appliquer la formule de Leibnitz pour dériver I'intégrale par rapport au temps en
supposant que u(z,t) est continue. En déduire le bilan local.

6) Appliquer la formule de Leibnitz pour dériver I'intégrale par rapport au temps en
supposant que u(x,t) admet une discontinuité en un point z.(t) mobile de vitesse
w(t) = ().

7) Ecrire le bilan local et I’équation de saut découlant de ce modele. Comparer ce
troisieme modele avec les deux précédents.
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Corrigé 1.4 Modeles de I’équation de Burgers

1)Le bilan local est dyu + %89; (uQ) = Owu + u dyu = 0. La relation de saut est —w[u] +

2 .2
3[u?] = 0. 2)La vitesse du choc est w = %Z;_Zi = 1(u1+ug). C’est la moyenne des vitesse

u1 et ug. 3)Le bilan local est 0, (u2) + %&E (ug) = 2u(du + u dyu) = 0. La relation de
3_.3 2 2

saut est —w[u?] + 2[u’] = 0. La vitesse du choc est w = %Z%_Z% = %u1+uu11+u52+u2. 4)Les

deux modeles correspondent au méme bilan local mais different par leurs relations de saut.

La vitesse du choc n’est donc pas la méme. 5)Dans le cas continu, la formule de Leibnitz

entraine f:f Owu dx + % [uz]if = 0. Le bilan local est donc dyu + u d,u = 0. 6)Dans le cas
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discontinu, la formule de Leibnitz entraine fff(t(; ) Oyu dz+ f;f Eg Ou dz—wlu] + 3 [UQ]Z =

0. Comme [uQ]ifg; = [uﬂii(t? + [uﬂii&% +[u?], la relation de saut est —w[u]+ 1 [u?] = 0.

Ce modele est identique au premier modele.



